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概要

A. J. Heegerと白川秀樹らが導電性高分子の発見と発展に関して、2000年にノーベル

賞を受賞してから十数年が経った。彼らの研究対象と受賞理由にもなった物質がポリアセ

チレンと呼ばれる物質 (以下、(CH)xとする)であるが、この物質自体は、50年代後半から

Ziegler-Natta 触媒を用いた合成や実験が行われていた。だが当時使われていた試料は、

現在のような綺麗に結晶化したものではなく、黒色の粉末状であり、実験に用いるには粗

悪で扱いにも困難な代物であった。しかし、1976年に白川秀樹の研究室で触媒を通常の

1000倍の濃度を用いて、(CH)x の薄膜の作成に成功したことで、実験的に安定した測定

を行うことが出来るようになり、光励起させたり、不純物を加えた物質の性質などが調べ

られるようになった [2–4,6, 7, 11–13,16,20,21,24,25,28,30,35,36,40,41,48,51,52,54]。

ドープ量に対する (CH)x の局在性の高い p軌道電子の伝導性を説明するために、1979

年に Su、Schrieffer、Heeger が局在性の高い電子と格子間の相互作用を扱うためのモデ

ル (三人の頭文字を取り、SSHモデルと呼ばれる)を提案した*1 [8]。そのモデルの計算か

ら Half-filling下で完全に 2量体化した系のバンドは、Fermi面（点）上に格子点の変移

に比例したギャップを形成し、絶縁体となる。そして、Half-fillingからズレたドープ量で

はギャップ上にエネルギー準位（帯）が形成される。そのエネルギー準位（帯）をソリト

ンバンドという。しかし、導電性ポリマーは異方性と電子の局在性が高い擬一次元系であ

ることから遮蔽効果が不完全であり、電子間相互作用は運動エネルギーに比べて大きいた

め無視できない。そのため、電子間相互作用を無視した SSHモデルで１次元電子-格子系

を扱うのは不十分であり、電子間相互作用を考慮する必要がある*2。

そのため、電子-格子間相互作用と電子間相互作用の両方を取り扱ったモデルに関する

研究は、Hartree-Fock法や Gutzwiller法、厳密対角化、DMRG法、量子モンテカルロ

法などを用いた計算が行われている [18,22, 26,27,29,31–34,38,42,44–47,53,55]。

*1 SSH モデルは導電性ポリマーを扱う標準模型であるが、縮退している系に対してのみ扱える (ex. 非縮
退系の場合は飛び移り項に対称性を壊すために Brazovskii-Kirova 因子を追加したり、TTFC ならば、
HOMO-LUMOの結合であるため、サイトごとのエネルギーに関する項を追加する)。

*2 実際の系は単独で一次元鎖が存在するわけではなく、束になっているため、一次元鎖内の電子間相互作用
だけではなく、一次元鎖間の相互作用も系自体の秩序を考える上で必要だとも考えられている。
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しかし、Half-filling での格子のひずみは電子間相互作用によって増強されるものの、

ホールや電子をドープした場合の計算では、高いドープ量では等間隔の格子構造を持つこ

とがわかっており、実験で得られた高いドープ量でも 2量体化した格子の構造が残ってい

ることを説明できていない [32,47]。

以上の計算では、格子は古典的パラメータとして扱った断熱近似による計算であったが

Suによって、格子の量子ゆらぎの必要性が指摘されており、現在では格子の量子ゆらぎ

を考慮した研究がなされている [37, 46, 53]。しかし、格子は Bose統計にしたがう量子で

あるため、量子数などに制限を加えた計算では小さい量子ゆらぎしか扱えていない。

共鳴 Hartree-Fock法 (Res-HF)では、多体系の波動関数を複数の状態を重ね合わせる

ことで構築し、重ね合わされた状態の最適化と重ね合わせの係数の計算を行っている。そ

のため、最適化後の波動関数はゆらぎを取り込んだ計算結果を与えることが出来、かつ、

重ね合わされている状態を確かめることでゆらぎに関わっている物理的な状況を見ること

が可能である。しかし、従来の共鳴 HF法は複数の電子状態 (Slater行列式)を重ね合わ

せて構築した波動関数の最適化計算である。本研究では電子-格子を含む系を記述できる

ように拡張する。まず、古典的に扱われていた格子を量子化する。格子状態としてコヒー

レント状態を用いる。そして、Slater行列式とコヒーレント状態の直積を重ね合わせるこ

とによって、電子‐格子系の波動関数を構築する。

その結果、構築された波動関数の最適化を行うことで電子と格子の量子ゆらぎを取り込

んだ計算を行うことができ、最終的に得られる電子‐格子状態から、ゆらぎに関わって

いる電子の状態や格子構造をもった状態がどのようなものであるかを確かめることがで

きる。

本論文は以下のように構成している。

• 第 1 章では、1 次元電子-格子系の背景と現在までに行われてきた実験結果や理論

的背景を述べ、その差異とそれに基づいた目的を述べる。

• 第 2章では拡張 SSHモデルでの格子の第 2量子化に関する説明と格子状態として

扱うコヒーレント状態の説明、コヒーレント状態と電子状態の直積を重ね合わせた

Res-HF法の定式化を行い、最適化の手順を述べる。

• 第 3章では、第 3章で述べられた計算方法によって得られた以下の計算結果と考察

　　

1. U = V = 0,重ね合わせた状態数Nf = 5,サイト数N = 198の Half-fillingで

の結果。

2. Half-filling 下で、格子ひずみを古典的パラメータとして扱った DMRG 法に



7

よる U = 3.0, V = 0, 1.0, 2.2 の結果と格子を量子的に扱った場合の U =

3.0, V = 2.2での共鳴 HFによる結果。

3. U = 3.0, V = 2.2,電子数 Ne = 194,の共鳴 HFの結果。

4. U = 3.0, V = 2.2,電子数 Ne = 178,の共鳴 HFの結果。

について報告する。

• 第 4章で結果に関する考察と今後の方針を述べる。

• 付録では、本論文中の計算の補足などを行っている。
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第 1章

序論

1.1 縮退した導電性ポリマー

純粋な (CH)x は、共役結合と言われる単結合 (C-C；σ 結合) と不飽和結合 (C=C；π

結合)を交互に繰り返す物質であり、cis型と trans型の 2種類が存在する。

Fig. 1.1 trans-(CH)x Fig. 1.2 cis-(CH)x

trans 型は、cis 型にくらべて熱的に安定した状態であり、常温下で cis 型は trans 型

へと不可逆的な転移をすることがわかっている。また、形状から trans型には C = Cと

C− C の結合を入れ換えた状態 (transoid)が存在し、エネルギー的に縮退している系で

あることがわかっている*1。

Fig. 1.3 trans Fig. 1.4 transoitd

また、(CH)x の炭素間の距離は単結合で長く、不飽和結合で短くなっている。この長短

をくり返す構造を結合交替した構造、または 2量体化した構造という。

*1 cis型でも同様に入れ替えたもの (cisoid)が考えられるが、cisoidの存在は実験では確認がされていない
ため、cis 型はポリチオフェンや P3AT といった非縮退共役系ポリマーの仲間であると考えられている。
また、そのような非縮退系はソリトンではなくポーラロンやバイポーラロンといった励起子が現れる。
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Fig. 1.5 2量体化した構造 (a′ < a′′)と p軌道電子の電荷分布 (赤)

この (CH)x のように、格子構造をひずませる系の電子に対する格子の影響を考えるこ

とは、物性物理学において普遍的で重要な課題の一つである。その影響の一つに Peierls

転移、または、Peierls不安定性と呼ばれる構造相転移を伴う金属-絶縁体転移がある。こ

れは、系が格子構造を歪ませることで電子の運動エネルギーの減少と格子間の弾性エネル

ギーの上昇を起こし、減少値が上昇値に打ち勝つことで一様な構造を持った系よりもエネ

ルギー的に安定した状態を得る現象である。これは、ビスマス Biの特異な電気伝導を説

明するために Peierlsが提唱したものであるが、(CH)x だけでなく、Polythiophene(PT)

や PolyParaPhenylene(PPP)などの導電性ポリマーも Peierls転移を起こす系である。

この導電性ポリマーは電子供給体 (K,Na) や電子受容体 (ClO4,I3) といった不純物を

ドープした場合した場合、格子の長短をくり返すパターンが長短長短短長短長や短長短長

長短長短のように途中で入れ替わる欠陥が起きる。

Fig. 1.6 荷電ソリトン S+(上)と S−(下)の格子構造の図 (a′ < a′′)

この位相欠陥をソリトンと呼ぶ。ソリトンには、電荷 ±eを持つがスピン持たない荷電
ソリトン（S±）と逆にスピン ±1/2を持つが電荷を持たない中性ソリトン（S0）が存在

する。
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1.2 縮退した導電性ポリマーの特徴

Fig. 1.7 (CH)x の導電率 (赤、左軸)と

帯磁率 (青、右軸)の

ドープ依存性のグラフ

　不純物をドープした [CH(D)y]x はドー

プ量に対する電気的、磁気的性質によって

• I相：(y < 0.02)

• II相：(0.02 < y < 0.04)

• III相：(0.04 < y)

に分類される [36]。

　ドープ量が非常に小さい第 I相では半導

体である。高い伝導率と低い帯磁率を示す

第 II相では、実験と理論の両面から、電荷

伝導を担っているのは電子ではなく、荷電

ソリトンであると理解されている。一方、

帯磁率の急激な上昇が起きている第 III 相

は、高い伝導率と帯磁率から“金属相”で

あると考えられていたが、金属と思われる

第 III相においても、長短の構造が残っており、金属ではないと考えられている [54]。

1.2.1 IR実験

D. B. Tannerらは Kを 8%, 18%ドープしたポリアセチレンを用いて、第 III相におけ

るポリアセチレンの赤外吸収スペクトルについて調べた [54]。
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Fig. 1.8 (CH(K)y)x, y = 8, 18%のグラフ。

縦軸は伝導率、横軸は振動数 [54]

Fig. 1.9 D =I3,ClO4,Kの (CH(D)y)x のグラフ。

縦軸は振動強度、横軸はドープ量 y [54]

Fig.1.8は 8, 18%の電子供給体である Kをドープしたポリアセチレンの 300K下での

伝導率の振動数依存性を表わしたグラフである。どちらのドープ量にも 600cm−1 から

1100cm−1 にかけた幅広いピークと 1390cm−1 の鋭いピークを持っていることがわかる。

600cm−1 から 1100cm−1 にかけた幅広い吸収スペクトルはポリアセチレンの C−Hの

曲げモードに関する吸収スペクトルであり、純粋なポリアセチレンにも見られる特徴であ

る。一方、1390cm−1 に見られる鋭いピークは、6%以下で電子受容体をドープした場合

にも見られる特徴であり、この振動数で見られる吸収スペクトルは電荷的な欠陥の並進運

動に関わるものである。また、電子受容体での結果同様に 1390cm−1 に見られるピーク

の大きさはドープ量の増加に伴って大きくなっている。

Fig.1.9は電子受容体である I3,ClO4 と Kを 8, 18%ドープした場合の振動強度に関す

るドープ量依存性を表わしているグラフである。I3,ClO4 では振動強度がドープ量に対し

て比例関係がある。それらの結果から Kの振動強度の値は 30%から 50%と低いものの、

同様に Kも比例関係がある。

これらの結果から、

• 一様な電荷密度と格子構造を持つ場合は 1390 　 cm−1 では赤外不活性であるた

め、ドープされたポリアセチレンには格子ひずみを伴った電荷的な欠陥が存在して

いる。　

• 　格子ひずみを伴った電荷的な欠陥としてポーラロンが考えられるが、ポーラロン
の場合は電荷的な欠陥の周辺で格子はひずんでいるもののポーラロン間では格子と

電荷密度は一様となるため、Fig.1.8のような鋭いピークは示されない。

• 　一方、ソリトン S− であれば、ソリトン間は正弦波的な格子構造と電荷密度を持

つために、1390　 cm−1 に赤外活性な状態が残る。
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以上の事から、高いドープ領域は金属ではなく、ソリトン的な格子構造が残っていること

を示唆している。

1.3 一次元系

1.3.1 一次元系における二相間のゆらぎ

“一次元系は絶対零度でないかぎり、単一の相状態を持たない”ことを確かめるために、

簡単な例として次の一次元 Isingモデル

H = −J
N∑
i=1

Sz,iSz,i+1 (1.1)

を考える。ここで N はサイト数であり、Sz,i は i番目サイト上のスピンの z 方向の演算

子であり、J はスピン間相互作用に関するパラメータである。強磁性 (J > 0)であれば、

↑もしくは ↓だけの状態が基底状態であり、反強磁性 (J < 0)であれば、↑と ↓が交互に
現れる状態が基底状態である。また、これらの状態はすべての ↑と ↓の向きの入れ替えに
関してエネルギー的に等しいため、縮退した状態である。

Fig. 1.10 例：反強磁性の図。↑と↓を入れ替えた状態も基底状態である。

励起状態として考えられるものとして、異なる基底状態が連結した状態が考えられる。

その場合のエネルギーは、境界上のスピン相互作用分だけ上昇している。簡単のため、開

いた境界を持つ一次元系に二相が共存する状況を考える。

Fig. 1.11 単一の状態 Fig. 1.12 二相が連結した状態

Fig.1.11の状態から Fig.1.12への等温変化による系のエネルギー変化は Helmholtzの

自由エネルギーの差 F ′ − Fg = ∆F で与えられ、∆F は

∆F = 2JS2 − kBT logN, (1.2)

となる。第 2項目は、T∆S に対応する量であり、エントロピーの変化量 ∆S は境界の取

り方が N 通りあることに由来する。
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絶対零度 T = 0では、単一相がエネルギー的に安定である。一方、T ̸= 0の非常に長

い一次元鎖 (N →大)を考えた場合では ∆F < 0が成り立つサイズ N が存在する。これ

は、系は単一の相よりも二相を持つ状態がエネルギー的に安定であることを意味する。

単一相だけが現れる状態と二相が共存する状態は (1.2)から、系のサイズ (サイト数)に

依存している。そのため、相転移を起こす (∆F = 0)となるサイズは

ξ = Na = aexp

{
2JS2

kBT

}
, (1.3)

である。ここで aは格子定数である [?]。

1.3.2 パイエルス転移

R. E. Peierlsはビスマス Biの特異な電気伝導を説明するために、格子構造がひずむこ

とによる電子の“運動エネルギーの降下”が、格子の“弾性エネルギーの上昇”に打ち勝

ち、系の総エネルギーが等間隔格子の状態 (金属)よりも下がり、絶縁体になることを指

摘した。このような、格子構造のひずみを伴った金属-絶縁体転移をパイエルス (Peierls)

転移という*1。

上述のような格子構造に対する電子の応答を見るため、長さ L の格子ひずみ u(x) =

uQ cos(Qx) が作る周期ポテンシャルをもつ一次元系の 1 電子状態を考える。ここで uQ

はひずみの振幅、Qは波数を表わしている。ハミルトニアンは

H = H0 +HI ,

で与える。ここで H0 は自由電子のハミルトニアンであり、HI は電子-格子間相互作用項

として

H0 = − ℏ2

2m

d2

dx2
− εF , (1.4)

HI = eguQ cos(Qx), (1.5)

を考える。ここで εF は Fermiエネルギーであり、e, g は電気素量、結合定数である。こ

こでは格子ひずみとして εF ≫ eguQ を満たす場合を考える。このハミルトニアンのエネ

ルギーは H0 の固有状態 eikx/
√
Lを用いて導出することができる。ここで k は自由電子

の波数であり、波数の領域として第１ Brillouin領域 −π/a < k ≤ π/a内のみで考える。

ここで aは等間隔格子間の距離である。ハミルトニアン行列は

⟨k|H0 +HI |k′⟩ = ε(k)δkk′ +
eguQ
2

[δk,k′−Q + δk,k′+Q] , (1.6)

*1 局在性の高い電子が起こす金属-絶縁体転移にモット (Mott) 転移があるが、モット転移の場合はバンド
的には連続である (ギャップが開いてない) のに強い電子間相互作用の影響で絶縁体になる現象であり、
格子との相互作用によってギャップが開いて絶縁体になるパイエルス転移とは異なる。
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となる。ここで ε(k) = (ℏk)2/2m− εF であり、mは電子の質量である。

Fig. 1.13 等間隔格子 (上：uQ = 0)と完全な 2量体化をした格子構造 (下：uQ ̸= 0, Q =

2kF )の図 (a′ < a < a′′)。

格子のひずみとして完全な 2 量体化をした格子構造を考え、その構造上の Half-filling

の電子の応答を考える (Fig.1.13)。この場合の格子構造でのハミルトニアン行列は

H =



. . .

Hk,k . . . Hk,k+Q

...
. . .

...
Hk+Q,k . . . Hk+Q,k+Q

. . .


, (1.7)

で与えられる。この行列は −π/2a < k ≤ 0 ↔ π/2a < k ≤ π/a の散乱と 0 < k ≤
π/2a↔ −π/a < k ≤ −π/2aの散乱に関する 2次行列で考えることができる。

H(k) =

(
ε(k) eguQ/2

eguQ/2 ε(k +Q)

)
, −π/2a < k ≤ 0, (1.8)

H(k) =

(
ε(k) eguQ/2

eguQ/2 ε(k −Q)

)
, 0 < k ≤ π/2a, (1.9)

また、εが偶関数であることから、(1.8)と (1.9)は

H(k) =

(
ε(k) eguQ/2

eguQ/2 ε(Q− k)

)
, 0 < k ≤ π/2a, (1.10)

にまとめることができ、ハミルトニアン (1.7)の固有値は二重縮退している。この行列の

エネルギー固有値 E(k), 0 < k ≤ π/2aは

E±(k) =
1

2

{
ε(k) + ε(Q− k)±

√
(ε(k)− ε(Q− k))2 + (eguQ)2

}
= ε(k) + δε±(k), (1.11)

δε±(k) =
1

2

{
ε(Q− k)− ε(k)±

√
(ε(k)− ε(Q− k))2 + (eguQ)2

}
, (1.12)
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で与えられる。ここでは低いエネルギー状態を考えるため、δε−(k)(< 0)を採用する。等

間隔格子と完全な 2量体化をした系の各モードの電子のエネルギー差 δε−(k)と電子の総

エネルギー差 δE は

δε−(k) =

ℏ2(k2F − kkF )

m
−

√(
ℏ2(k2F − kkF )

m

)2

+∆2

 ,　 (1.13)

δE =
2L

π

∫ kF

0

δε−(k)dk =

∫ εF

0

δε−(ε)D(ε)dε , D(ε) =
2L

π

dk

dε
, (1.14)

で与えられる。ここで vF = ℏkF /mは Fermi速度であり、係数の 2は二重縮退によるも

のであり、εF , kF は自由電子の Fermiエネルギーと Fermi波数 kF = π/2a、2∆ = egu2kF

である。(1.13)は 0 < k ≤ π/2aにおいて単調減少関数であるため、もっともエネルギー

の降下が大きいのは k = kF 付近であり、総エネルギーの変化量 δE の Fermiエネルギー

近傍での近似は

δE = D(εF )

∫ 0

−εF

δε−(ε)dε

= D(εF )

∫ εF

0

ε−
√
ε2 +∆2dε　

= D(εF )

[
ε2F
2

− εF
2

√
ε2F +∆2 − ∆2

2
ln

(
εF
∆

+

√
1 +

ε2F
∆2

)]

= −D(εF )

[
∆2

ε2F
+

∆2

2
ln

(
2ε

∆

)]
(1.15)

ここで

ε(k) = ε(kF ) + (k − kF )

[
dε(k)

dk

]
k=kF

=
ℏkF (k − kF )

m
(1.16)

の近似と εF ≫ ∆ を用いた。格子がひずんだことによって (1.15) の電子エネルギー

の降下が起きるものの、格子の弾性エネルギー U(uQ) はひずんだことによって δU =

U(u2kF
) − U(0) = U(u2kF

) ∝ u22kF
(∝ ∆2) の増加をする。そのため、系全体のエネル

ギー変化量は

δU + δE = D(εF )

{
κ∆2

2D(εF )
− ∆2

4
− ∆2

2
log

(
2εF
∆

)}
(1.17)

ここで格子の弾性エネルギーの変化量は δU = κ∆2 とした。このエネルギー変化量は負

の極小値を持つことがわかる。これは、系が等間隔格子 (∆ = 0)の状態であるよりも歪

んだ格子構造 (∆ ̸= 0)を持った状態が安定であることを意味する [?]。
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1.3.3 ソリトン格子

前節では、電子の格子による応答を考えたが、逆に格子の電子による応答を考えること

もできる。その応答を考えるために連結した一次元調和振動子のエネルギーを考える。一

次元調和振動子のハミルトニアンは

Hosi =
M

2

∑
l

(
dql(t)

dt

)2

+
K

2

∑
l

(ql+1 − ql)
2,

=

∫ L

0

ρ

2

(
∂q(x, t)

∂t

)2

dx+

∫ L

0

Ka

2

(
∂q(x, t)

∂x

)2

dx

=

∫ L

0

[
ρ

2

(
∂q(x, t)

∂t

)2

+
ρv2

2

(
∂q(x, t)

∂x

)2
]
dx, (1.18)

ここでM は格子点の質量、K はバネ定数、ρは質量密度、aは格子定数である。Kaの

次元は [MLT−2]を持つ定数であるため、質量密度 ρと速度 vを用いて表わす。この結果

からラグランジアン L *2は

L =

∫ L

0

ρ

2

(
∂q(x, t)

∂t

)2

− ρv2

2

(
∂q(x, t)

∂x

)2

dx (1.19)

として与えられる。簡単のため、電子の密度がN(x) = 1− sin(Qx)のように波数Qの周

期的に分布している場合を考える。離散的な場合は格子点の座標は xn = na+ qn で与え

られるため、電子-格子間相互作用は

Ue−l(n) ≈ −ge2N(xn), (1.20)

で与えられる。ここで na は n 番目の格子点のつりあいの位置であり、電子-格子間相

互作用は格子点の位置 xn で非常に大きい値を持つことから、近似的に (1.20) を得る。

x = na, n = 1, 2, · · · に局在化した電子であれば、電子の分布は周期 aでピークを持つた

め、Q = 2π/aの波数を持つ。そのため、電子-格子間相互作用は ge2N(xn) = ge2N(qn)

で成り立つ。以上により、電子-格子間相互作用を含めたラグランジアンは

L =

∫
L

ρ

2

(
∂q(x, t)

∂t

)2

− ρv2

2

(
∂q(x, t)

∂x

)2

+ ge2N(q(x, t))dx, (1.21)

で与えられる。これにより、Euler-Lagrange方程式

∂

∂t

δL

δqt(x, t)
+

∂

∂x

δL

δqx(x, t)
− δL

δq(x, t)
= 0,

*2 Legendre変換 L[q, q̇, t] = minp
∫
p(x, t)q̇(x, t)dx−H[q, p, t]より得られる。
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から、以下の式を得る。

1

v2
∂2q(x, t)

∂t2
− ∂2q(x, t)

∂x2
= −ge

2Q

ρv2
cos(Qq(x, t)) (1.22)

これは sine-Goldon方程式と呼ばれる非線形方程式である。付録にて解法をまとめ、そ

の解がもつ電荷的な特徴について説明を加えた。

1.4 Hartree-Fock法

N 電子多体系のハミルトニアン

Ĥ =

N∑
i=1

[
−ℏ2

2m
∇2

i + V (xi)

]
+

1

2

∑
i ̸=j

U(|xi − xj |), (1.23)

の N 電子系波動関数を求めるための近似法として Hartree-Fock法 (HF法)がある。HF

法では N 電子系波動関数として単一の Slater 行列式を用いて、ハミルトニアンの基底

状態の近似解を探し出す方法である。簡単のため、スピン σ は省略するが、N 電子系の

Slater行列式は

Ψ(x1, · · · ,xN ) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(x1) ψ1(x2) · · · ψ1(xN )
ψ2(x1) ψ2(x2) · · · ψ2(xN )

...
...

. . .
...

ψN (x1) ψN (x2) · · · ψN (xN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (1.24)

で表される。ここで ψε(x), ε = 1, · · · , N は 1電子状態を表わす規格直交関数系である。

この N 電子系の波動関数から得られるエネルギー期待値はハミルトニアンを用いて、

EHF [{ψ}] =
∫

· · ·
∫

Ψ∗(x1, · · · ,xN )ĤΨ(x1, · · · ,xN ) dx1 · · · dxN

=
N∑
ε=1

∫
ψ∗
ε (x)

[
−ℏ2

2m
∇2 + V (x)

]
ψε(x) dx

+
1

2

∑
ε̸=ε′

∫
ψ∗
ε (x)ψ

∗
ε′(x

′)U(|x− x′|) [ψε(x)ψε′(x
′)− ψε′(x)ψε(x

′)] dxdx′

= T + UH + UF , (1.25)

で与えられる。ここで T は運動エネルギーと外場 V に関する項、UH , UF は Hartree項

と Fock項 (または、交換相関項)という。エネルギーが極小値になるような一粒子波動関

数 ψε を求めるため、エネルギー期待値 (1.25)の変分を取る。ただし、関数 ψε は規格化

されているものを選ぶため、Lagrangeの未定定数法 L = EHF −
∑

ε λε(ψε, ψε) の変分
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問題に帰着する。

δL[{ψ}]
δψ∗

ε (x)
=

[
−ℏ2

2m
∇2 + V (x)

]
ψε(x) + ψε(x)

∑
ε′ ̸=ε

∫
ρε′(x

′)U(|x− x′|)dx′

−
∑
ε′ ̸=ε

ψε′(x)

∫
ψ∗
ε (x

′)U(|x− x′|)ψε′(x
′) dx′ − λεψε(x)

= 0 (1.26)

この変分方程式を Hartree-Fock方程式といい、この方程式を満たす ψε(x)がエネルギー

の極小値を与える。しかし、この方程式の厳密な解を解析的に求めることは不可能であ

る。そのため、波動関数 ψε(x) を適当な規格化直交関数系 ϕi(x) を基底関数として用い

て、以下のような有限個の線形結合で近似する。

ψε(x) ≈
M∑
i=1

ϕi(x)ciε, (1.27)

この試行関数を用いた場合、エネルギー期待値 (1.25)は

EHF =
∑
ε

∑
i,j

tj,ic
∗
j,εci,ε +

1

2

∑
ε,ε′

∑
i,j,k,l

uij,klc
∗
i,εc

∗
j,ε′ck.εcl,ε′ , (1.28)

ここで t, uは

tj,i =

∫
ϕ∗j (x)

[
−ℏ2

2m
∇2 + V (x)

]
ϕi(x) dx, (1.29)

uij,kl =

∫
ϕ∗i (x)ϕ

∗
j (x

′)U(|x− x′|) [ϕk(x)ϕl(x′)− ϕl(x)ϕk(x
′)] dxdx′, (1.30)

である。式 (1.30)の形から添え字に関して反対称性 uij,kl = −uji,kl = −uij,lk を持つこ
とがわかる。これにより、Hartree-Fock方程式として、以下の式を得る。

∂L[{c}]
∂c∗i,ε

=
∑
j

ti,jcj,ε +
∑
ε′

∑
j,k,l

c∗j,ε′uij,klck,εcl,ε′ − λεci,ε

=
∑
j

ti,j +∑
ε′

∑
k,l

c∗k,ε′uik,jlcl,ε′

 cj,ε − λεci,ε

= 0, (1.31)

これは係数 ci,ε に関する固有値方程式となる。この方程式も非線形方程式であるため、自

己無撞着な最適化計算を行い、係数 ci,ε を求める。

つぎに上で述べたことを第 2量子化された電子場による表現でどのように表わされるか

を考える。単一電子の波動関数を場の演算子を

ψ̂(x) =
M∑
i=1

ϕi(x)ci (1.32)
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として表現したものを用いる。ここで c†i , ci は反交換関係 {ci, c†j} = δij , {ci, cj} =

{c†i , c
†
j} = 0を満たす生成消滅演算子である。この場の演算子により、ハミルトニアンは

H =
∑
i,j

tj,ic
†
jci +

1

2

∑
i,j,k,l

uij,klc
†
i c

†
jckcl (1.33)

と表される。このハミルトニアンに対して、エネルギーの極小値を与える N 電子系の波

動関数を

|ΨN ⟩ =
∏

ε∈occ

a†ε |0⟩ , (1.34)

a†ε =
M∑
i=1

c†iUiε, (1.35)

とする。ここで |0⟩ は真空状態、U はユニタリー行列、occ は N 個の電子の占有状態

(occupied state)を表している。状態 (1.34)を用いたハミルトニアン (1.33)の期待値は

E[U ] =
∑
ε∈occ

M∑
i,j=1

tj,iU
∗
j,εUi,ε +

1

2

∑
ε,ε′∈occ

M∑
i,j,k,l=1

uij,klU
∗
iεU

∗
jε′UkεUlε′ ,　 (1.36)

で表され、c→ U と読みかえれば、エネルギー (1.28)と同じである。

1.4.1 Slater行列式に関して

以上で得た電子状態 (Slater行列式)は、任意の占有状態間の N 次ユニタリー変換W

において以下の性質を持つ。

ã†
occ = a†

occW, (1.37)
N∏
ε=1

ã†
ε |0⟩ = det(W)

N∏
ε′=1

a†ε′ |0⟩ ,　 (1.38)

E[Ũ ] = E[U ] (1.39)

ここでW は N 次のユニタリー行列であり、ã†, a† は

ã†occ =
(
ã†1 ã†2 · · · ã†N

)
, (1.40)

a†occ =
(
a†1 a†2 · · · a†N

)
, (1.41)

であり、ã†ε, a
†
ε, ε = 1, N は占有状態の電子の生成消滅であり、

a†j =
M∑
i=1

c†iUij , ã†j =
M∑
i=1

c†i Ũij , j = 1, · · · ,M (1.42)
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のM 次のユニタリー行列 U, Ũ で与えられる。また、j = N + 1, · · · ,M は非占有状態

である。（*1）の行列式 det(W)は、ただの位相変換であり、もとの状態を変化させない。

そのため、占有状態間のユニタリー変換W において、電子状態と総エネルギーは不変で

ある。*1

エネルギーを極小にするような状態を求めるために SCF法 (Self Concistent Field)や

最急勾配法 (Steepest descent method)などの逐次計算で状態を得ているが、いずれの方

法も“ある状態から別の状態への変換”を行っている。状態の変換を考えるため、（1.36）

を密度行列 ρij

ρij = ⟨Ψ|c†jci|Ψ⟩ =

N∑
ε=1

UiεU
∗
jε, (1.43)

を考える。エネルギー期待値はこの密度行列を用いて与えることができ、

E[U ] =
M∑

i,j=1

tj,iρi,j +
1

2

M∑
i,j,k,l=1

uij,klρk,iρl,j , (1.44)

となる。密度行列 ρは U = (u1u2 · · ·uM )の列ベクトル uk に対して

(ρuk)i =

M∑
j=1

N∑
ε′=1

Uiε′U
∗
jε′Ujk

=
N∑

ε′=1

Uiε′δε′,k =

{
Uik , k = 1, · · · , N
0 , k = N + 1, · · · ,M (1.45)

を満たすため、占有状態への射影子である。そのため、ρ2 = ρを満たす。エネルギー期待

値は ρで表されることからエネルギーの変分は δρに比例する。

密度行列の性質から δ(ρ2) = δρを計算し、ρδρρ = 0を得る。これにより、

ρδρρuε = ρδρuε
∀ε,∈ occ

= 0, (1.46)

より δρuε が非占有状態のベクトルの線形結合で与えられることがわかる。これは密度行

列の変分 δρは占有状態同士の変換を含まないことを意味する。δρの変分が以下の式

δρ =

N∑
ε=1

δuεu
†
ε + uεδu

†
ε (1.47)

で与えられることと式 (1.46)の結果から、δuは非占有状態 (un-occupied state)の係数

ベクトルの線形結合であることがわかる。

*1 の導出は、付録“非直交な状態の内積”の簡単な例であるため、ここでの導出は割愛する。
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以上のことから、演算子の変分による変換 ãε は

a†ε =
∑
i

c†iUi,ε → ã†ε =
∑
i

c†i{U + δU}i,ε,

ã = {I + Λ}a, (1.48)

ここで Λ = U(δU)† は、(U + δU)(U + δU)† = I より反 Hermite行列であり、ベクトル

uの変分から占有-非占有状態間の変換行列であることがわかる。

1.5 強束縛モデル

ハミルトニアン (1.33) のパラメーター t, u は基底関数 ϕi(x) を用いて表される。金

属的な電子の振る舞いを扱う場合には、ϕi(x) としては波数 k を持つ平面波 ϕk(x) =

eik·x/
√
V を用いる。しかし、局在性の強い電子を扱う場合には、ϕn(x)としてはWannie-

likeな (格子点に局在化した)関数が用いられる。この場合のモードは格子点の番号 nで

ある。

強束縛では基底関数の局在性が強いことから、tij , Uij,kl は同一サイトと隣接サイト間

の項だけで与えられる。等間隔格子における (1.33)の第一項は、∑
i,j

ti,jc
†
i cj =

∑
i

ϵini + ti,i+1

{
c†i ci+1 + c†i+1ci

}
(1.49)

ϵi =

∫
ϕ∗i (x)

{
−ℏ2

2m
∇2 + V (x)

}
ϕi(x) dx, (1.50)

ti,i+1 =

∫
ϕ∗i (x)

{
−ℏ2

2m
∇2 + V (x)

}
ϕi+1(x) dx, (1.51)

ni = c†i ci (1.52)

となる。tnn は非相互作用下における単一原子軌道のエネルギー期待値であり、サイトに

依存しない定数である。また、ti,i+1 は ti,i+1 = t∗i+1,i を満たすが、これらの間の位相差

は生成消滅演算子にくり込むことができるため、実数パラメータ ti,i+1 = −tとして扱う
ことができる。このパラメータを飛び移り積分という。ここまではスピンを省略して考え

ていたが、スピンを考慮した場合は (1.50),(1.51) は同一スピンでのみ値を持ち、スピン

依存性はないことを注意しておく。

次に、同一サイト上での相互作用 unn,nn は Pauliの排他律から、スピン ↑と ↓の電子
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間相互作用だけが残る。そのため、相互作用項は

Û =
1

2

∑
i

∑
σ,σ′,s,s′

uσσ
′,ss′c†i,σc

†
i,σ′ci,sci,s′

=
∑
i

∑
σ

uσσ̄,σσ̄c†i,σc
†
i,σ̄ci,σci,σ̄

= −2u
∑
i

ni,↑ni,↓ = U
∑
i

ni,↑ni,↓ (1.53)

と表される。ここで ni,σ は i番目サイトのスピン σ の電子数演算子であり、uの上付き

添え字はスピンを表しており、uσσ
′,ss′ = −uσ′σ,ss′ = uσσ

′,s′s の反対称性を持つ。また、

σ̄ は σ の逆向きスピンを表している。

ここまでの近似で得られたハミルトニアン

H = ϵ
∑
i,σ

ni,σ − t
∑
i,σ

(
c†i,σci+1,σ + c†i+1,σci,σ

)
+ U

∑
i

ni,↑ni,↓ (1.54)

を Hubbard モデルという。このモデルに対して、電子の最隣接クーロン相互作用

V
∑

iNiNi+1 , Ni = ni,↑ + ni,↓ を加えたものを拡張 Hubbardモデルという*3。

1.6 一次元 SSHモデル

格子点は電子と相互作用するものとして、もっともポピュラーなものである。ここでは

強束縛モデルにおける格子との相互作用を考える。等間隔格子の場合、格子が作るポテ

ンシャルは並進対称性 V (x+ la) = V (x)をもつため、サイト番号 l に依存しない。ここ

で、l, aは整数と格子定数である。しかし、格子点が等間隔の格子構造からズレた場合は、

V (x)の並進対称性が破れるために (1.51)は格子点の変位に依存したパラメータとなる。

飛び移り積分内の V (x)は、各格子点が作るポテンシャルの和として

V (x) =
∑
l

v(x− la− ql), (1.55)

で与えられる。ここで ql は l番目の格子点のズレである。この V (x)を用いた ϵn の値は

ϵn =

∫
ϕ∗n(x)

{
−ℏ2

2m
∇2 + v(x− na− qn)

}
ϕn(x) dx

≈
∫
ϕ∗n(x)

{
−ℏ2

2m
∇2 + v(x− na)

}
ϕn(x) dx− qn

∫
dv(0)

dx
|ϕn(x)|2 dx

= ϵ, (1.56)

*3 現実には局在性の高い電子であっても長距離の電子間相互作用は残る。そのような相互作用を扱うために
最隣接以上のサイト間キョリに対して、Coulomb ポテンシャルや Ohno ポテンシャルなどのサイト間
キョリに依存した相互作用項を加えたものも拡張 Hubbardモデルという。
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となる。2行目の第 2項目は被積分関数が |ϕn(x)|2 が x = naにピークを持つことから、

導関数はつり合いの位置 x = naにおける力で近似される。そのため、第 2項目は 0とな

る。次に飛び移り積分 (1.51)は

−tn =

∫
ϕ∗n(x)

{
−ℏ2

2m
∇2ϕn+1(x)

}
dx

+

∫
ϕ∗n(x) {v(x− (n+ 1)a− qn+1) + v(x− na− qn)}ϕn+1(x) dx

≈ −t−
∫
ϕ∗n(x)

{
qn+1

dv(−a/2)
dx

+ qn
dv(a/2)

dx

}
ϕn+1(x) dx, (1.57)

ここで、干渉項 ϕ∗n(x)ϕn+1(x) は区間 [na, na + a] に値を持つため、近似として x =

(n+ 1/2)aの値から 2行目を得る。また、v′(−a/2) = −v′(a/2)が成り立つため

−tn = −t+ µ(qn+1 − qn), (1.58)

µ =

∫
ϕ∗n(x)

{
dv(a/2)

dx

}
ϕn+1(x) dx, (1.59)

となり、格子のズレに依存した飛び移り積分 (1.58)を得る。ここで µは電子-格子間相互

作用の強さを表すパラメータとなる。

以上のことから、電子-格子系に対するモデルは

HSSH =
∑
i,σ

{−t+ µ(qi+1 − qi)}
{
c†i+1,σci,σ + c†i,σci+1,σ

}
+ U

∑
i

ni,↑ni,↓ + V
∑
i

NiNi+1

+
1

2M

∑
i

p2i +
K

2

∑
i

(qi+1 − qi)
2, (1.60)

と与えられる。ここで追加された最後の二項は、格子に関するハミルトニアンである。

(1.60)において、電子間相互作用を U = V = 0としたものを SSHモデルといい、1980

年に Su,Schriefferと Heegerがポリアセチレンのような Peierls転移に伴って、ひずんだ

格子構造を持つ系を取り扱うために用いたモデルである。また、電子間相互作用 U を加

えたモデルは SSH型 Hubbardモデル、Peierls-Hubbardモデルと呼ばれ、拡張 SSHモ

デル、SSH型拡張 Hubbardモデル、拡張 Peierls-Hubbardモデルと呼ばれる。

1.6.1 電子間相互作用による格子への影響

Half-fillingにおける影響

Su, Schrieffer, Heeger が新しいモデルを提唱したことによって、導電性ポリマーの

Peierls転移や不純物をドープしたときに現れるソリトンといった現象を説明することが
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できた [8]。しかし、実際の電子には電子間相互作用が働くものの初期の SSHモデルでは

無視されていた。

Fig. 1.14 エネルギーの変化量 (縦軸)と格子ひずみ (横軸)のグラフ [32]

そのため、DixitとMazumbar [26,32]は拡張 SSH型 Hubbardモデル

H = −t
∑
i,σ

(1− µXi)(c
†
i+1,σci,σ + c†i,σci+1,σ) +

K

2

∑
i

X2
i

+ U
∑
i

ni,↑ni,↓ + V
∑
i

ni+1ni, (1.61)

を用いて、Half-fillingでの 2量体化した格子構造に対する電子間相互作用 U, V の影響に

ついて調べた (Fig. 1.14)。ここで Xi = (−1)iX であり、振幅 X は古典的パラメータで

ある。また、系は固体であることから運動エネルギーは無視している。Fig.1.14の N は

サイト数であり、縦軸の ∆E は

∆E

Nt
=

1

Nt
[E(U, V, µX)− E(U, V, 0)] (1.62)

で与えられる。ここで E(U, V, µX)は電子間相互作用 U, V と格子ひずみ X でのエネル

ギー期待値である。また、K/µ2 は格子に関して、

K

2

∑
i

X2
i =

K

2µ2

∑
i

(µXi)
2

(1.63)

の変換から得られる量である。

Fig. 1.14の左は U/t
√
2 = 0, 1, 3, 4, 6, V = 0のグラフである。この結果から U/t

√
2 = 3

までの範囲では、∆E の極小値が U の増加にともなって減少しており、その極小値を与

える振幅 X が大きくなっていることがわかる。一方、3 < U/t
√
2の範囲では U の増加
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にともなって ∆E の極小値は増加し、その極小値を与える振幅 X は小さくなっているこ

とがわかる。

つぎに Fig. 1.14の右は U/t
√
2 = 3, V/t

√
2 = 0, 1, 2のグラフである。この結果から、

もっともエネルギーの減少値が大きいものは V/t
√
2 = 1である。

以上の結果から、Half-fillingでの格子のひずみは電子間相互作用 U, V によって増強さ

れることがわかった。しかし、この結果はサイズが非常に小さい Half-fillingでの計算で

ある。

ホールドープした場合での影響

Fig. 1.15 DMRG法を用いたギャップと格

子ひずみに関する結果 [47]

ホールをドープした場合での電子間相互

作用と格子構造の関係は Jeckellmann の

DMRG(密度行列くり込み群) によって、

研究が成されている [47]。Fig. 1.15(上)

は

• U=V=0, (SSH)

• U=2.5t, V=0, (PH)

• U=4V=2.5t, (EPH)

のギャップとドープ量に関するグラフで

ある。SSH ではドープ量が 16% の領域

までギャップが存在している。一方、PH

と EPH では 8% の領域まではギャップが

存在しているものの、12% 以上の領域で

はギャップが消失していることがわかる。

Fig. 1.15(中)は 8%と 12% のホールドー

プした場合での EPH のギャップと系のサ

イズに関するグラフである。この結果か

ら 8% ではサイズを大きくしていっても

ギャップが残るものの、12% ではギャッ

プがサイズの増加にともなって 0に近付く

ことがわかる。Fig. 1.15(下) は 12% ドー

プのサイト数が 200の EPHでの格子構造

Xn = (−1)n∆m の振幅に関するグラフで

ある。
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この結果では中心に近い箇所の振幅が減少しており、この中間での振幅はサイト数を増

加していくと徐々に減少していくことがわかっている。そのため、12% のドープ量では

格子は等間隔の格子であると考えられる。

1.7 実験と理論の差異

1.2.1と 1.6.1で得られている結果をまとめると

実験

IR実験から

高いドープ量のポリアセチレンには、

まだ 2量体化した構造が残っており、

その格子構造に関わる

電荷的な欠陥 (ソリトン)がある。

理論

電子間相互作用によって、

Half-fillingでは

格子の結合交替の振幅が増強された。

しかし、高いドープ領域では格子は

等間隔の構造をもち、ギャップが

消失する。

となる。そのため、SSHモデルに電子間相互作用を加えた拡張 SSH型 Hubbardモデル

では実験で得られた高いドープ領域で存在する格子構造を説明をすることができない。

1.8 電子状態の格子のゆらぎによる影響

従来の電子–格子系の研究では、格子は古典的パラメータとして扱われることが多かっ

た。しかし、格子も量子論的に扱われるべきであり、また、一次元系のゆらぎが非常に大

きくなることからも、格子の量子的ゆらぎを考えるべきである。電子–格子間相互作用を

持つ系において、電子状態のゆらぎによる影響は格子 (フォノン)状態に影響を与えるだ

ろうし、同様に格子状態のゆらぎは電子状態に影響をあたえるはずである。このような格

子の量子的なゆらぎが与える影響が Su によって指摘され、A.Takahasi らによって研究

されてきた [37, 46,53]。

量子的なゆらぎ

現実の系に対する実験では、観測量は統計的に得られた平均値からずれた値*4が得ら

れ、系自体も熱力学的に完全な平衡状態からずれている。このようになにかしらの物理的

な量、もしくは平衡状態からのズレをゆらぎという。つぎにみるように系の量子力学的な

状態でもゆらぎは存在する。

*4 統計力学で学ぶ標準偏差 σ =
√

⟨O2⟩ − ⟨O⟩2 がもっともポピュラーなものである。
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初等量子力学で学ぶ調和振動子の基底状態を例にする。調和振動子の状態を |ϕ⟩とし、
格子点の座標に関する固有状態で展開すれば、

|ϕ⟩ =
(α
π

) 1
4

∫
e−αx2/2 |x⟩ dx, (1.64)

で与えられる。この状態における格子点の位置の平均は ⟨x⟩ = 0 であり、標準偏差は

σ2 = 1/2αである。これは言いかえれば、“状態 |ϕ⟩は状態 |x⟩で張られた空間において
x = ±σ 程度の範囲でゆらいでいる”という*5。では、“HF 法で取り込めないゆらぎ”

とはどういうことか？

SSHモデルを対象にした HF法を例に取るが、Half-fillingでの HF法で得られるエネ

ルギー極小値を与える状態 (Slater 行列式) は格子の結合交替 un = (−1)nu に関して、

u = ±u0 で縮退している（|ψ(±u0)⟩とする）。

Fig. 1.16 総エネルギーと振幅 u0 の

グラフ

　

格子を古典的パラメータとして扱った

HF 法を用いた最適化では u = u0,−u0
のどちらかの状態が得られる (Fig.

1.16)。しかし、現実の系では格子も量

子的なゆらぎを持っており、また、ト

ンネル効果で障壁を超えることができ

るため、エネルギー的に縮退している

状態にも移ることができる。すなわち、

±u0 近傍のゆらぎによって起きる電子
状態のゆらぎだけでなく、格子構造の変

化 u0 ↔ −u0 にともなって電子状態も
|ψ(u0)⟩ ↔ |ψ(−u0)⟩ で大きくゆらいで
いる。

そのため、どちらか片方の解しか与えることができない HF法では、大きいゆらぎを取

り込むことはできない。同様に、電子状態だけのゆらぎを取り込んだ計算においても格子

を古典的に扱っていた場合は |±u0⟩ の近傍での電子状態のゆらぎを取り込むことはでき
ても、|ψ(u0)⟩ ↔ |ψ(−u0)⟩の電子-格子のゆらぎを取り込むことはできない [39]。

1.9 本研究の目的

本研究では、以下の事を目的とする。

*5 量子力学で学んだと思うが、α → ∞の極限を取れば、振幅はδ関数となるのでゆらぎはなくなる。しか
し、波数空間上でのゆらぎは発散する。
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• いままでの電子-格子系の計算では、格子を古典的パラメータとして扱われている

ため、量子論的に扱った計算を行う。

• 従来の共鳴 Hartree-Fock法では非直交な電子の状態 (Slater行列式)を重ね合わせ

て波動関数を構築していたが、電子-格子系でも扱えるようにするために、格子の

状態としてコヒーレント状態を採用し、電子の状態とコヒーレント状態の直積を重

ね合わせて多体系の波動関数を構築する。そして、構築された波動関数の最適化を

行う方法を定式化する。

• 現在までに SDW的な状態を表す電子間相互作用 U, V の領域で研究がなされてい

るものの、CDW的な状態を表す領域では行われていなかったことから、この領域

での研究を行う。
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モデルと計算手法

2.1 格子の第二量子化

1次元 SSH型拡張 Hubbardモデルは

H = −
∑
i,σ

(t− µXi)
(
c†i+1,σci,σ + c†i,σci,σ

)
+ U

∑
i

ni,↑ni,↓ + V
∑
i

Ni+1Ni

+
1

2M

∑
i

p2i +
K

2

∑
i

X2
i , (2.1)

Xi = qi+1 − qi (2.2)

で与えられる。ここで tは飛び移り積分、µは電子－格子間相互作用パラメータ、c†n(cn)

は n番目格子点の電子の生成（消滅）演算子、pn は n番目の格子点の運動量、qn は格子

点の平衡点からの変位、Xn は n番目と n+ 1番目の等間隔格子の距離からの変位、mは

格子点の質量、K はバネ定数、U, V は電子の on-site と最隣接間クーロンポテンシャル

である。

格子を量子論的に扱うために量子化を行う。各格子点の変位と運動量の Fourier変換は

qn =
1√
N

∑
N/2≥k>−N/2

Qkexp

{
2iπkn

N

}
, (2.3)

pn =
1√
N

∑
N/2≥k>−N/2

Pkexp

{
−2iπkn

N

}
, (2.4)

である。ここで qn, pn の Hermite性と交換関係から、各モードの振幅 Qk, Pk は

[Qk, Pk′ ] = iℏδk k′ , (2.5)

Q†
k = Q−k and P †

k = Pk′ , (2.6)
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を満たす。式 (2.3),(2.4)を用いて格子のハミルトニアンは

Hl =
1

2M

∑
N/2≥k>−N/2

PkP−k +
M

2

∑
N/2≥k>−N/2

ω(k)2Q−kQk, (2.7)

ω(k) = 2

√
K

M

∣∣∣∣sin(kπN
)∣∣∣∣ = Ω0

∣∣∣∣sin(kπN
)∣∣∣∣ , (2.8)

となる。ここで、P,Qを用いて第 2量子化を行うとフォノンの生成消滅演算子は

bk =
Mω(k)Qk + iP−k√

2Mℏω(k)
, b†k =

Mω(k)Q−k − iPk√
2Mℏω(k)

. (2.9)

これにより、格子ハミルトニアンは

Hl =
∑
k ̸=0

ℏω(k)
{
b†kbk +

1

2

}
+
P 2
0

2M
, (2.10)

となる。モード k = 0は重心の並進移動と運動量に関係する量であるため、個々の格子点

の変位に影響を与えるものではない。そのため、ゼロ点エネルギーと共にモード k = 0の

エネルギーをくり込んでおく。

式 (2.9)により、格子点の変位 qn と運動量 pn は

qn =
∑
k ̸=0

√
ℏ

2MNω(k)

(
bk + b†−k

)
eikn, (2.11)

pn = i
∑
k ̸=0

√
Mℏω(k)

2N

(
b†k − b−k

)
e−ikn, (2.12)

で与えられる。考えている系が固体であることから、各格子点の運動量の期待値は

⟨pn⟩ = 0で与えられる。そのため、生成消滅演算子の期待値は ⟨b(k)⟩ = ⟨b(−k)†⟩を満た
し、格子点の変位 (2.11)の期待値 ∆n ≡ ⟨qn⟩は、

∆n =
∑
k ̸=0

√
2ℏ

MNω(k)
⟨bk⟩ eikn, (2.13)

で与えられる。

2.2 Coherent状態表示

量子化された格子に対する状態として Coherent 状態表示を用いる。規格化された

Coherent状態表示は

|ϕ(z)⟩ = Nzexp

∑
k ̸=0

zkb
†
k

 where Nz = exp

−1

2

∑
k ̸=0

|zk|2
 , (2.14)
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であり、この状態による格子のエネルギー期待値は

⟨Hl⟩ =
∑
k ̸=0

ℏωk|zk|2, (2.15)

である。ここで z(k)はモード k の振幅である。

コヒーレント状態 (2.14)と式 (2.13)から係数 zk と格子ひずみ∆n には

zk =

√
2K| sin(kπ/N)|

NℏΩ0

N∑
n=1

∆ne
−2iπkn/N , (2.16)

∆n =

√
ℏΩ0

2NK

∑
k ̸=0

1

| sin(kπ/N)|1/2
zke

2iπkn/N , (2.17)

の関係があることがわかる。ここで z−k = z∗k である。これにより、Coherent 状態の係

数 zk と格子ひずみ∆n の関係が得られ、SSHモデルのエネルギー期待値は

⟨H⟩ = −
∑
i,σ

{t− µ ⟨Xi⟩} ⟨c†i+1σciσ + c†iσci+1σ⟩

+
∑
k ̸=0

ℏω(k)|zk|2 + U
∑
i

⟨ni↑ni↓⟩+ V
∑
i

⟨Ni+1Ni⟩ , (2.18)

となる。この値は zk に関して 2次形式をしており、かつ、下に凸な関数である。そのた

め、極小値をあたえる zk はエネルギー期待値の偏微分 ∂ ⟨H⟩ /∂z∗k = 0から

zk = − ∂

∂z(k)∗
µ

ℏω(k)
∑
n,σ

(∆n+1 −∆n) ⟨c†n+1σcnσ + c†nσcn+1σ⟩

=
−µ√

2NKℏΩ0

∑
n,σ

e−2iπk(n+1)/N − e−2iπkn/N

| sin(kπ/N)|
enσ, (2.19)

である。その結果、格子ひずみ ∆m は

∆m = − µ

2NK

∑
k ̸=0

∑
n,σ

e−2iπk(n−m+1)/N − e−2iπk(n−m)/N

| sin(kπ/N)|
enσ

= − µ

2NK

∑
k ̸=0

∑
n,σ

cos(2πk(n−m+ 1)/N)− cos(2πk(n−m)/N)

| sin(kπ/N)|
enσ

=
µ

NK

∑
k ̸=0

∑
n,σ

sin(2πk(n−m)/N + πk/N)

sin(kπ/N)
enσ, (2.20)

として与えられる。これが電子状態に対して与えられるエネルギー期待値を極小にする格

子ひずみである。これにより決定された新しい格子構造のハミルトニアンを最適化するこ

とで、新しい電子状態が得られる。
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この結果を用いると格子のエネルギー期待値は

⟨Hl⟩ =
K

2

N∑
n=1

⟨(∆n+1 −∆n)
2⟩ = K

2

∑
n

⟨Xn⟩2 , (2.21)

となる。そのため、単一の Slater-Coherent状態を用いた最適化は格子間距離の変調 Xi

を古典的なパラメータとして扱った SCF的な計算と等価である。

2.2.1 異なる格子状態

次節の共鳴 Hartree-Fock法 (Res-HF法)に入る前に、Res-HF法で必要になる異なる

コヒーレント状態間での値 ⟨ϕ(z)|ϕ(z′)⟩ , ⟨ϕ(z)|qn|ϕ(z′)⟩ , ⟨ϕ(z)|Hl|ϕ(z′)⟩ をここで紹介
する。

⟨ϕ(z)|ϕ(z′)⟩ = exp

−1

2

∑
k ̸=0

|zk − z′k|
2

 , (2.22)

⟨ϕ(z)|qn|ϕ(z′)⟩ =
⟨ϕ(z)|ϕ(z′)⟩

2
(⟨qn⟩z + ⟨qn⟩z′) , (2.23)

⟨ϕ(z)|Hl|ϕ(z′)⟩ = ⟨ϕ(z)|ϕ(z′)⟩
∑
k ̸=0

ℏω(k)z∗kz′k, (2.24)

(2.22)より、コヒーレント状態は常に非直行な状態であることがわかる。

2.3 共鳴 Hartree-Fock法

多電子系に関して、HF法では多電子系の波動関数を単一の Slater行列式を用いて近似

しているものの、電子間相互作用が大きくなるにつれて電子相関が強くなるため、電子状

態のゆらぎが大きくなる。そのため、エネルギーの高い状態との相関も取り入れなくては

ならない。しかし、HF法で得られる単一の Slater行列式では、その状態のエネルギーよ

り高いエネルギーを持つ波動関数やエネルギー的縮退した異なる状態を含ませることは

できない。このような事情から、強相関電子系の多電子波動関数を精度良く表現するた

めにMøller-Plesset法 (MP法)、Configration Interaction法 (CI法)、Coupled Cluster

法 (CC法)などの計算手法がある。これらの方法は“複数の Slater行列式を重ね合わせ

る”ことで単一の Slater行列式では扱えないゆらぎをもつ系の最適化計算を行っている。

このような、Slater行列式を基底として用いて、HF法を超えた電子状態を求める計算手

法を総称して、Post-Hartree-Fock法と呼ぶ。

従来の共鳴 HF法で用いる多体系の波動関数は、複数の非直交 Slater行列式の重ね合

わせによって構成される。本研究では電子-格子系を扱うため、重ね合わせる状態は電子
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状態と格子状態の直積を重ね合わせる。そのため、電子-格子状態の重ね合わせで構築さ

れる波動関数は

|Ψ⟩ =
∑
f

Cf

{∑
g

P̂g |ϕf , ψf ⟩

}
, |ϕf , ψf ⟩ = |ϕf ⟩ ⊗ |ψf ⟩ , (2.25)

となる。ここで |ϕf ⟩ , |ψf ⟩ はコヒーレント状態と Slater 行列式、Cf は重ね合わせの係

数、多体系の波動関数の対称性を回復させるために並進操作や鏡映変換 P̂g を作用させて

最適化計算を行う。簡単のため、P̂g は省略し、|f⟩ ≡ |ϕf , ψf ⟩とする。
波動関数 (2.25)を用いたエネルギー期待値は

E =

∑
f,g C

∗
fCg ⟨f |H|g⟩∑

f,g C
∗
fCg ⟨f |g⟩

, (2.26)

と与えられる。波動関数がエネルギーに関して、極小値を与える波動関数であれば

δE =
δ ⟨Ψ|H|Ψ⟩ − Eδ ⟨Ψ|Ψ⟩

⟨Ψ|Ψ⟩
= 0, (2.27)

を満たす。変分 (2.27)から得られる変分方程式は

δ ⟨Ψ|H|Ψ⟩ − Eδ ⟨Ψ|Ψ⟩ =
∑
f

δC∗
f

{∑
g

(⟨f |H|g⟩ − E ⟨f |g⟩)Cg

}
+
∑
f,g

C∗
fCg {⟨δf |H|g⟩ − E ⟨δf |g⟩}

= 0, (2.28)

である。式 (2.28)から、第 1項目の係数 Cf に関する CI方程式

HC = ESC (2.29)

と第 2項目のコヒーレント状態と電子状態に関する変分方程式∑
g

Cg {⟨δϕf , ψf |H|g⟩ − E ⟨δϕf , ψf |g⟩} = 0, (2.30)

∑
g

Cg {⟨ϕf , δψf |H|g⟩ − E ⟨ϕf , δψf |g⟩} = 0, (2.31)

を得る。ここで行列H,S の成分はHfg = ⟨f |H|g⟩ , Sfg = ⟨f |g⟩である。格子状態、電子
状態の最適化は勾配法を用いた最適化を行う。最急勾配法を用いる場合は、(2.30),(2.31)

の一次までで済むが、local-minimamな値に trapされてしまう。格子状態でのみ最急勾

配法を用い、電子状態に関して二次最急勾配法 (quadratic steepest descent)を用いるが、

これは後節にて説明を行う。
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2.3.1 CI方程式

一般固有値問題である CI方程式 (2.29)に現れる行列 Hfg = ⟨f |H|g⟩ , Sfg = ⟨f |g⟩は
エルミート行列であり、S は正定値行列であるため、逆行列 S−1 および S = A†Aなる行

列が存在する。そのため、(2.29)は

(A−1)†HA−1x = Ex, (2.32)

として得られ、最小の固有値に対する固有ベクトル xを解くことで重ね合わせの係数 C

を求める。ここで x = AC である。計算の始めは、適当な試行状態から (2.32) を作り、

重ね合わせの係数 C を得る。⟨f |H|g⟩ , ⟨f |g⟩が (電子軌道の重ね合わせの係数が)実数で

あれば、(2.32)は対称行列に関する固有値問題であるため、重ね合わせの係数は実数とし

て得られる。

2.3.2 電子状態–Thouless変換、二次最急勾配法–

HF法での変分により得られた (1.48)からユニタリー行列の変分では占有-非占有状態

間の変換行列を含んでいた。電子状態の最適化を行うために Thouless変換を用いた変分

を行う。簡単のため、スピン σ は省略する。電子状態は

|ψf (Λ
f )⟩ = exp

{∑
α,µ

(
Λf
µαf

†
µfα − (h.c.)

)}
|ψf ⟩ , (2.33)

|ψf ⟩ =
Ne∏
α=1

f†α |0⟩ , (2.34)

で与えられる。ここで α, µは占有状態 (α = 1, · · · , Ne)、非占有状態 (µ = 1, · · · ,M−Ne)

を表し、M,Ne は軌道数と電子数を表す。変分 (2.31)は∑
g

Cg ⟨ϕf , δψf |H|g⟩ − E ⟨ϕf , δψf |g⟩ =
∑
g

Cg

∑
α,µ

Λf∗
µα ⟨f |f†αfµ(H − E)|g⟩

=
∑
α,µ

Λf∗
µαB

f
µα (2.35)

エネルギー期待値の勾配は Λf
µα = −Bf

µα の値である。B
f
µα は

Bf
µα = −

∑
g

Cg

∑
i,j

UiµU
∗
jα ⟨f |c†i cj(H − E)|g⟩ , (2.36)
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で与えられる。つぎに Λf の特異値分解を行い、V ΛfU† = λf より、新しい状態

|ψ̄f (λ
f )⟩ = exp

{
k∑

a=1

λfa

(
f̃†a f̄a − f̄†a f̃a

)}
|ψ̄f ⟩

=
k∏

a=1

U(λfa)f̄
†
aU(λfa)

†
Ne∏
a>k

f̄†a |0⟩ , (2.37)

ここで k = min(Ne,M −Ne)である。Slater行列式は任意のユニタリー変換に対して不

変であるから、新しく得られた状態は元々の Slater 行列式の位相変換である。演算子の

ユニタリー変換 U(λfa)f̄
†
aU(λfa)

† は

U(λfa)f̄
†
aU(λfa)

† =
∑
n=0

λfna
n!

adn(f̃†a f̄a − f̄†a f̃a)f̄
†
a

= cos(λfa)f̄
†
a + sin(λfa)f̃a

†
, (2.38)

である。これにより、

|ψ̄f (λ
f )⟩ =

Ne∏
a=1

{
cos(λfa)f̄

†
a + sin(λfa)f̃a

†}
|0⟩

=

Ne∏
a=1

{(
1− λf2a

2

)
f̄†a + λfa f̃a

†
}
|0⟩

=

(
1−

Ne∑
a=1

λf2a
2

)
|f̄⟩+

Ne∑
a=1

λfa |f̄a⟩+
∑
a<b

λfbλ
f
a |f̄ab⟩ , (2.39)

を得る。(2.39)を用いて、エネルギーに関する二次までの展開は

E[λ] =
∑
f

∑
a

λfa
∂E[0]

∂λfa
+

1

2

∑
f,g

∑
a,b

λfaλ
g
b

∂2E[0]

∂λfa∂λ
g
b

= E[0] + λ†E(1) +
1

2
λ†E(2)λ, (2.40)

となる。ここで λT = (· · ·λfT · · · ),λfT = (· · ·λfa · · ·) である。E(1), E(2) は

E(1)f
a =

H
(1)
fa − ES

(1)
fa

S(0)
, (2.41)

E
(2)fg
ab =

H
(2)
fagb

S(0)
−
ES

(2)
fagb

S(0)
+

2ES
(1)
fa S

(1)
gb

S(0)2
−
H

(1)
fa S

(1)
gb

S(0)2
−
H

(1)
gb S

(1)
fa

S(0)2
, (2.42)

ここで S(0) = ⟨Ψ|Ψ⟩ , H(1)
fa = ∂fa ⟨Ψ|H|Ψ⟩ , S(1)

fa = ∂fa ⟨Ψ|Ψ⟩ ,H(2)
fagb = ∂fa∂gb ⟨Ψ|H|Ψ⟩ , S(2)

fagb =

∂fa∂gb ⟨Ψ|Ψ⟩ である。
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各微分係数の値は、

H
(1)
fa = C∗

f ⟨f̄a|H|Ψ⟩+ (c.c.) (2.43)

S
(1)
fa = C∗

f ⟨f̄a|Ψ⟩+ (c.c.) (2.44)

H
(2)
fagb = −C∗

f δfg(δab ⟨f̄ |H|Ψ⟩+ ⟨f̄ab|H|Ψ⟩)
+ C∗

fCg ⟨f̄a|H|ḡb⟩+ (c.c.) (2.45)

S
(2)
fagb = −C∗

f δfg(δab ⟨f̄ |Ψ⟩+ ⟨f̄ab|Ψ⟩)
+ C∗

fCg ⟨f̄a|ḡb⟩+ (c.c.) (2.46)

である。

2.3.3 格子状態–最急勾配法–

格子状態の最適化では最急勾配法を用いる。ハミルトニアン (2.1)の期待値は、

⟨Ψ|H|Ψ⟩ =
∑
f,g

C∗
fCg ⟨f |H|g⟩

⟨f |H|g⟩ =
∑
i

{
−2t+ µ

(
⟨Xi⟩f + ⟨Xi⟩g

)}
⟨f |p̂i|g⟩

+

{∑
i

U ⟨f |ni↑ni↓|g⟩+ V
∑
i

⟨f |NiNi+1|g⟩

}
+ ⟨f |g⟩

∑
k ̸=0

ℏω(k)zf∗k zgk , (2.47)

p̂i =
1

2

∑
σ

(
c†iσci+1σ + c†i+1σciσ

)
(2.48)
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で与えられる。ここで p̂i は Bond-Orderと呼ばれる演算子であり、格子点間の電荷密度

に比例する量である。(2.47)を用いて、変分は

⟨δf |H|g⟩ =
∑
k ̸=0

δzf∗k
∂ ⟨f |H|g⟩
∂zf∗k

(2.49)

= ⟨δϕf |ϕg⟩
∑
i

{
−2t+

(
⟨Xi⟩f + ⟨Xi⟩g

)}
⟨ψf |p̂i|ψg⟩

+ ⟨ϕf |ϕg⟩
∑
i

δ ⟨Xi⟩f ⟨ψf |p̂i|ψg⟩

+ ⟨δϕf |ϕg⟩

{∑
i

U ⟨ψf |ni↑ni↓|ψg⟩+ V
∑
i

⟨ψf |NiNi+1|ψg⟩

}
+ ⟨ψf |ψg⟩ ⟨δϕf |ϕg⟩

∑
k ̸=0

ℏω(k)zf∗k zgk

+ ⟨ψf |ψg⟩ ⟨ϕf |ϕg⟩
∑
k ̸=0

ℏω(k)zgkδz
f∗
k , (2.50)

とあらわされる。ここで変分 ⟨δϕf |ϕg⟩ , δ ⟨Xn⟩f は

⟨δϕf |ϕg⟩ = −(δzf , zf − zg) ⟨ϕf |ϕg⟩ (2.51)

δ ⟨Xn⟩f =

√
ℏΩ0

2NK

∑
k ̸=0

e2iπnk/N (e2iπk/N − 1)

| sin(kπ/N)|1/2
δzfk (2.52)

であり、また計算では係数の条件とその変分 δz∗k = δz−k を用いた。

(2.50)より、エネルギー期待値を下げる方向は

δzfk = −τ
∑
g

Cg

(
∂ ⟨f |(H − E)|g⟩

∂zf∗k

)

= −τ
∑
g

Cg ⟨ϕf |ϕg⟩

[
(zgk − zfk )

∑
i

{
−2t+

(
⟨Xi⟩f + ⟨Xi⟩g

)}
⟨ψf |p̂i|ψg⟩

+
∑
i

√
ℏΩ0

2NK

e−2iπnk/N (e−2iπk/N − 1)

| sin(kπ/N)|1/2
⟨ψf |p̂i|ψg⟩

+ (zgk − zfk )

{∑
i

U ⟨ψf |ni↑ni↓|ψg⟩+ V
∑
i

⟨ψf |NiNi+1|ψg⟩

}
+ (zgk − zfk ) ⟨ψf |ψg⟩

∑
k ̸=0

ℏω(k)zf∗k zgk

+ ℏω(k)zgk ⟨ψf |ψg⟩ − E(zgk − zfk ) ⟨ψf |ψg⟩
]
, (2.53)

である。ここで τ は、勾配の方向でエネルギーが極小値となるものを採用する。
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結果と考察

3.1 Ns = 5, Half-Filling

3.1.1 U = V = 0

198site, Ne = 198, U = V = 0, Ns = 5の計算結果を以下に示す。

Fig. 3.1 (1):格子を断熱的に扱った計算結果（実線）と格子に関してコヒーレント状態を

用いて重ね合わせた結果（赤点)。(2)–(4):重ね合わされた格子状態の格子構造。

Fig. 3.1(1)は格子構造を断熱的に扱った場合 (実線)と格子に関してコヒーレント状態
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を用いた電子-格子状態を重ね合わせた場合のエネルギーと格子ひずみ (結合交替の振幅)

のグラフであり、Fig. 3.1(2)–(4)は重ね合わせた 5つの電子-格子状態のうちの３つの格

子状態を表わしている。

Fig. 3.1(1)の結果では、従来の計算結果同様に断熱的な扱いにおいても 2量体化した

格子構造を持つ状態が安定となっていることがわかる。しかし、電子状態だけでなく格子

の状態も量子的に扱った結果がエネルギー的に低く、小さい振幅で得られていることがわ

かる。このことから、格子の量子的ゆらぎが電子状態に影響を与えることがわかる。

3.1.2 電子間相互作用 U, V と完全に 2量体化した格子の振幅

つぎに Half-fillingにおける格子ひずみの振幅と電子間相互作用 U, V の関係を DMRG

法を用いた計算結果を述べる。

Fig. 3.2 DMRG を用いた 2 量体化した格子の振幅と電子間相互作用 (U, V ) =

(3.0, 0.0), (3.0, 1.0), (3.0, 2.2)の結果

Fig. 3.2は on–siteクーロン相互作用を U = 3.0で固定し、V = 0.0, 1.0, 2.2の値で計

算を行った結果である。電子間相互作用と振幅の関係に関しては 80年台にMazunbarと

Dixit [32]によって行われた計算が小規模なサイズであるが報告されている。Fig. 3.2の

結果から、V の増加によって、格子ひずみが増加したのちに減少に転じ、ほぼ等間隔格子

(q = 0)の状態になることがわかる。ここで扱っている格子構造の決定および基底状態の

導出は、Jeckelmann [47] が行った方法同様に Hellmann-Feynmanの定理を用いた計算
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を行っている*1。しかし、この DMRG法を用いた計算は格子構造を古典論的に扱って計

算しているため、格子の量子ゆらぎを取り込んで計算されていない。

2 量体化した格子構造が消滅している (U, V )=(3.0, 2.2) での共鳴 HF 法の計算結果を

Fig. 3.3 に示す。ここで CD(上), Q(下) は電荷密度と等間隔格子からのズレを表わして

いる。ここで電荷密度 CDf(l),Qf(l)は

CDf(l) =
∑
σ

⟨f |c†l,σcl,σ − 1|f⟩ , (3.1)

Qf(l) = ⟨f |ql|f⟩ (3.2)

である。

Fig. 3.3 N = Ne = 198, U = 3, V = 2.2 での Res.HF 法を用いた電荷密度と格子間ひ

ずみの結果。

DMRG法を用いた結果同様に共鳴 HF法 (Ns = 5)を用いた結果でも格子構造は 2量

体化せずに等間隔格子の構造を持つことが Fig. 3.3(下)から見てもわかる。また、電荷密

度のグラフから電子化相互作用 (U, V )=(3.0, 2.2)では、CDW相が現れることがわかる。

3.2 N = 198, Ne = 194

(U, V )=(3.0, 2.2) の Half-fillng 下において、CDW 相が現れることが前節でわか

った。つぎに 2%(4Hole) をドープした場合の結果を報告する。ここで Fig. 3.4 の

*1 正確にはXn = (−1)nq とし、q に関する変分方程式を解いて計算しており、未定乗数法は加えていない
(解析でわかることだが、加えると q = 0となる)。
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ACD,AQ,NCD,NQと ABOは電荷密度と格子ひずみとボンドの振動成分と Net成分と

呼ばれる成分であり、

BOf (l) =
1

2

∑
σ

⟨f |c†l+1,σcl,σ + h.c.|f⟩ , (3.3)

Ol = (−1)lAOl +NOl,

で定義される量である。ここで AO,NOは得られた物理量 Oに対する振動成分と Net成

分である*2。

Fig. 3.4 N = 198, Ne = 194の電荷密度、格子ひずみと Bond Orderの振動成分の結果。

*2 物理量の短波長的な成分と長波長的な成分の分離である (例えば、完全な 2量体化をした格子ひずみは格
子点が正負正負 . . . とズレているため、AOn = const, NOn = 0で与えられる)。
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Fig. 3.4(1), (2)は重ね合わせた状態の内の 2つの状態に関するグラフである。CDに

関するグラフ (CD,ACD,NCD) を見ると、CDW 相に格子のひずみをともなったソリト

ンがドープしたホール量と同数あらわれていることから CDW ソリトンが誘起されてい

ることがわかる。

3.3 N = 198, Ne = 178

つぎにドープ量 10%での結果 (ACD,NCD,AQ)を報告する。

Fig. 3.5 N = 198, Ne = 178の格子ひずみと電荷密度の振動成分、Net成分の結果。

Fig. 3.5の ACDから CDW相が 20個の CDWソリトンで区切られており、ソリトン

近傍にホールが湧いている。また、パターンの入れ替わるサイト周辺で 2量体化している

のが AQのグラフからわかる。

3.4 標準偏差とドープ量

つぎにドープ量と格子ひずみの関係について報告する。共鳴 HF法では多体系の波動関

数の対称性を回復させて計算しているため、格子点のズレの平均では期待値が 0となるた

め、格子ひずみの大きさに関しては、重ね合わせた基底の標準偏差√
q2 =

1

N

∑
l

⟨Ψ|q2l |Ψ⟩ , (3.4)

を用いる。
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Fig. 3.6 ω = 0.066でのK = 0.23(黒)と 0.5(白)のドープ量と格子ひずみの標準偏差に

関する結果。

Fig. 3.6 は振動数 ω = 2
√
K/M = 0.066 を固定した状態での異なるバネ定数 K =

0.23(黒)と 0.5(白)のグラフである。バネ定数の増加にともなって、格子のひずみは減少

しているのがわかる。バネ定数の値に依らず、格子のひずみはドープ量の増加に対して、

x ≈ 6% の値までは増加をし、それ以降は減少しているのがわかる。また、10% 以上の

ドーピングによっても格子は等間隔にならないことがわかる。
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第 4章

まとめ

本研究では以下のことを行った。

• 電子状態だけを重ね合わせる従来の共鳴 HF 法で扱われる多体系の波動関数をコ

ヒーレント状態と Slater 行列式の直積を基底とした共鳴 Hartree-Fock 法へと拡

張した。これにより、格子の大きな量子ゆらぎを取り扱った計算を行うが可能と

なった。

そして、この新しい手法を用いて計算し、以下の結果を得た。

• U = V = 0の Half-Fillingにおける古典的パラメータとして格子での電子だけを

重ね合わせた波動関数との比較において、複数の電子-格子状態を重ねてできた多

体系の波動関数のエネルギー値は電子だけの波動関数の取るエネルギーの極小値よ

りも低く、その極小値が現れる結合交替の振幅 Qは電子の波動関数より小さい値

であった。このことから、電子だけでなく格子の量子ゆらぎによる影響があること

がわかる。

• 格子を古典的パラメータとして扱った DMRGによる計算で一様な格子構造を持つ

相互作用 (U, V ) = (3.0, 2.2)の値では、共鳴 HF法による最適化をしても、重ね合

わされた状態すべてが一様な格子構造を持ち、また、電子状態は CDW 状態とな

る。このことから、(U, V ) = (3.0, 2.2)では電子と格子の量子ゆらぎを取り込んだ

計算を行っても、CDW状態を取る。

• 上述の CDW 状態を取る U, V の値で、ホールを 2% ドープした結果、格子ひず

みを伴ったソリトンが CDW 状態に現れた。同様の計算をドープ量を増加させて

行った結果、6%の値まで増加を続けたが、6%をピークにそれ以降のドープ量で

は減少したが 10%以上の値でも格子ひずみは残っていた。また、10%の高いドー

プ量でも CDWソリトンが現れた。
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格子の量子ゆらぎの影響によって、格子のひずみをともなったソリトンが高いドープ領域

でも存在することから、高いドープ領域でもソリトンが残る可能性を示唆しており、ポリ

アセチレンの第 III相でも、ソリトン格子が残っている可能性が考えられる。

現在は、コヒーレント状態を用いた共鳴 HF法を用いた非縮退系の一次元電子-格子系

の研究を行っている。
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付録 A

群と対称性

集合 Gの任意の元に対して、以下の条件

1. ∀g, g′ ∈ Gにおいて、g ◦ g′ ∈ Gが成り立つ。

2. (結合則)∀g1, g2, g3 ∈ Gにおいて、g1 ◦ (g2 ◦ g3) = (g1 ◦ g2) ◦ g3 が成り立つ。
3. (単位元の存在)∃e ∈ Gが ∀g ∈ Gに対して、e ◦ g = g ◦ e = g を満たす。

4. (逆元の存在)∀g ∈ Gに対して、g ◦ g′ = g′ ◦ g = eなる元 g′ ∈ Gが存在する。

を満たすとき、集合 Gは“群を成す”という。固体物理学ではなにかしらの秩序を持った

理想的な結晶構造を仮定して対象を扱うことが多いため、系の対称性を考慮して (抽象的

に系統を分けて)問題に対応することがある。共鳴 HF法では、扱う多体系の波動関数と

ハミルトニアンの対称性を考慮して*1、並進操作 T と反転操作 Rとスピン対称性 Is *2を

作用させた波動関数

|Ψ⟩ =
∑
f

[

N−1∑
n=0

(I + Is)(I +R)Tn] |f⟩ =
∑
f

∑
g∈G

P̂g |f⟩ (A.1)

の最適化を行う。ここで I は恒等変換 (単位元) である。これらの操作は交換関係

[H, P̂g] = 0 を満たし、逆元*3が存在する。また、集合 G は G = Gs ⊗ GR ⊗ GT (こ

こで Gs = {I, Is}, GR = {I,R}, GT = {I, T, T 2, . . . , TN−1}) であるため、結合則
P̂gP̂g′ = P̂gg′ が成り立つ。そのため、対称操作の集合 Gは群を成すことがわかる*1。

*1 今回は 1次元を対象としているため 1次元の場合で話を進める。2次元系を対象とする場合は、並進操作
Tx,y、x, y, z, x− y, x+ y 軸の回転操作が行われる。

*2 ↑と ↓の電子数が等しい場合に限る。
*3 R−1 = R, T−n = TN−n, I−1

s = Is
*1 余談だが、数値計算を行う際には可換であることと上述のことを利用して ⟨f |もしくは |f⟩にだけ作用さ
せて計算を行っている。
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付録 B

ボンド間分極率 πn,m

1.5節で局在性の高い波動関数の干渉によって、隣り合う格子間の電子の移動 (飛び移り

積分)を述べ、BOW的な電荷分布と格子の 2量体化には相関があることを述べた。また、

仮に格子ひずみが部分的に生じたとしても、1次元系が絶対零度下では単一の相しか存在

できないことから、そのひずみの影響は遠方の Bondにも影響を与えるはずである。その

ため、ここでは格子ひずみに基づく電子-格子間相互作用に対する Bondの応答を考える。

歪みの無いハミルトニアン (無摂動ハミルトニアン H0)*
2とそのハミルトニアンの固有

値と固有状態は

H0 = −t0
∑
n,s

c†n+1,scn,s + c†n,scn+1,s, (B.1)

|ε(k), s⟩ = c†k,s |0⟩ , ε(k) = −2t0 cos(k), (B.2)

ck,s =
1√
N

∑
n

cn,se
ikn (B.3)

である。このハミルトニアンから微小な歪みを持たせた項を摂動項として加えて考える。

H(δ) = H0 +HI

=
∑
n,s

−(t0 − δn){c†n+1,scn,s + c†n,scn+1,s} (B.4)

無摂動ハミルトニアンでの固有エネルギーに対する状態は、

|E⟩I = |E⟩0 +
∑
E′ ̸=E

cEE′ |E′⟩0 (B.5)

|E⟩は無摂動ハミルトニアンで取り得る 1電子のエネルギー状態である。

*2 Hückel項という。
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この微小な係数 cE0E は ⟨E′
I |EI⟩ = 0, E′

I ̸= EI の 1 次までの項を考え、cEIE′
I
=

−c∗E′
IEI
が得られる。

⟨E′
I |H|EI⟩ ≈ ⟨E′|H0 +HI |E⟩+ ⟨δE′|H0|E⟩+ ⟨E′|H0|δE⟩ (B.6)

= ⟨E′|H0 +HI |E⟩0,0 + Ec∗E′E + E′cEE′ (B.7)

E = E′ ならば、cEE = 0なのでエネルギー期待値を与える。E ̸= E′ ならば、摂動ハミ

ルトニアンの固有状態とみなす (⟨E′|H|E⟩I,I = 0)、これにより

0 = ⟨E′|HI |E⟩0,0 + Ec∗E′E + E′cEE′

= ⟨E′|HI |E⟩0,0 − EcEE′ + E′cEE′ (B.8)

cEE′ =
⟨E′|HI |E⟩0,0
E − E′ (B.9)

よって、

|E⟩I = |E⟩0 −
∑
E′ ̸=E

|E′⟩0 ⟨E′|HI |E⟩0
E′ − E

(B.10)

で与えられる。

この状態を用いた pn の期待値は

⟨E|Ipn|E⟩I = ⟨E|0pn|E⟩0 −
∑
E′ ̸=E

⟨E|0pn|E′⟩0 ⟨E′|0HI |E⟩0
E′ − E

−
∑
E′ ̸=E

⟨E|0HI |E′⟩0 ⟨E′|0pn|E⟩0
E′ − E

(B.11)

エネルギー E の状態で得られる期待値からの変化量は

δ ⟨pn⟩E = −
∑
E′ ̸=E

⟨E|0pn|E′⟩0 ⟨E′|0HI |E⟩0
E′ − E

−
∑
E′ ̸=E

⟨E|0HI |E′⟩0 ⟨E′|0pn|E⟩0
E′ − E

= −2
∑
m

δm
∑
E′ ̸=E

⟨E|0pn|E′⟩0 ⟨E′|0pm|E⟩0
E′ − E

− 2
∑
m

δm
∑
E′ ̸=E

⟨E|0pm|E′⟩0 ⟨E′|0pn|E⟩0
E′ − E

(B.12)

δt(rm − r0)|rm=r0 = δm より、近似的に

∂ ⟨pn⟩E
∂t(rm)

∣∣∣∣
r=r0

= −2
∑
E′ ̸=E

⟨E|0pn|E′⟩0 ⟨E′|0pm|E⟩0
E′ − E

− 2
∑
E′ ̸=E

⟨E|0pm|E′⟩0 ⟨E′|0pn|E⟩0
E′ − E

(B.13)
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さらに統計平均を取ると

1

Z(β)

∂

∂t(rm)
Tr(pn)

∣∣∣∣
r=r0

= − 2

Z(β)

∑
E

e−βE

∑
E′ ̸=E

⟨E|0pn|E′⟩0 ⟨E′|0pm|E⟩0
E′ − E

+
∑
E′ ̸=E

⟨E|0pm|E′⟩0 ⟨E′|0pn|E⟩0
E′ − E

 (B.14)

もともと摂動自体が近似だったことを考えると、もう少し (微小な範囲で)形を変えても

良さそうである。そこで一般的な記述として

1

Z(β)

∂

∂t(rm)
Tr(pn)

∣∣∣∣
r=r0

= − 2

Z(β)

∑
E

e−βE

{∑
E′

⟨E|0pn|E′⟩0 ⟨E′|0pm|E⟩0
E′ − E + iδ

+
∑
E′

⟨E|0pm|E′⟩0 ⟨E′|0pn|E⟩0
E′ − E − iδ

}
(B.15)

微小量 δ を用い、さらに E′ の制限も無くす (対応として積分では E′ = E の区間を抜い

てるだけのようなものを虚軸方向にずらしている)。pn は

pn =
1

2
√
N

∑
k,k′,s

c†k,sck′,se
−i(k−k′)n(e−ik + eik

′
) (B.16)

状態は一電子状態 |ε(k), σ⟩を用いて

⟨ε(k), σ|pn|ε(k′), σ′⟩ = 1

2
√
N
e−i(k−k′)n(e−ik + eik

′
)δσσ′

⟨ε(k′), σ′|pm|ε(k), σ⟩ = 1

2
√
N
e−i(k′−k)m(e−ik′

+ eik)δσσ′

⟨ε(k), σ|pn|ε(k′), σ′⟩ ⟨ε(k′), σ′|pm|ε(k), σ⟩ = 1

4N
e−i(k−k′)(n−m)|e−ik + eik

′
|2δσσ′

これにより、

1

Z(β)

∂

∂t(rm)
Tr(pn)

∣∣∣∣
r=r0

= − 2

Z(β)

∑
k,σ,k′,σ′

e−βε(k)

{
⟨ε(k), σ|0pn|ε(k′), σ′⟩0 ⟨ε(k′), σ′|0pm|ε(k), σ⟩0

ε(k′)− ε(k) + iδ
+ (c.c.)

}
= − 1

2NZ(β)

∑
k,k′,σ

e−βε(k)

{
e−i(k−k′)(n−m)|e−ik + eik

′ |2

ε(k′)− ε(k) + iδ
+ (c.c.)

}

= − 2

N2

∑
k,k′

n(k)

{
e−i(k−k′)(n−m){1 + cos(k − k′)}

ε(k′)− ε(k) + iδ
+ (c.c.)

}
(B.17)
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ここで e−βε(k)/Z = n(k)/N を用いた。(c.c.)は

∑
k,k′

n(k)(c.c.) =
∑
k,k′

n(k)
e−i(k′−k)(n−m){1 + cos(k − k′)}

ε(k′)− ε(k)− iδ

=
∑
k,k′

n(k′)
e−i(k−k′)(n−m){1 + cos(k − k′)}

ε(k)− ε(k′)− iδ
(B.18)

よって、

1

Z(β)

∂

∂t(rm)
Tr(pn)

∣∣∣∣
r=r0

=
2

N2

∑
k,k′

e−i(k−k′)(n−m){1 + cos(k − k′)} n(k)− n(k′)

ε(k′)− ε(k) + iδ

= − 2

N2

∑
k,k′

ei(k−k′)(n−m){1 + cos(k − k′)} n(k)− n(k′)

ε(k)− ε(k′) + iδ

(B.19)

が得られる。この量をボンド間分極率 πnm という。
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付録 C

断熱近似

本研究では、格子を量子的に扱うためにコヒーレント状態を用い、それを重ね合わせる

ことで断熱近似を超えた計算を行った。そこで、断熱近似とはどのような近似なのかをこ

こに説明を加えておく*1。

固体物理学において、原子 (以下、格子と呼ぶ)は電子に比べて非常に質量が大きいと

考え、位置は固定されていると見なされることが多い。そのため、多体系の波動関数を

計算する際には、その運動エネルギーは無視され、電子-格子間相互作用だけが考慮され

る—もしくは、固体内で等間隔に配置されていることからエネルギーに繰り込まれる—。

では、有限温度での振動や構造転移などで変形する場合での計算を行うにはどうするか。

電子-格子状態を求めるために、まず、ハミルトニアン

H = Hele(p, r) +He−l(r,R) +Hlat(P ,R), (C.1)

を考える。もし、格子の運動を考慮しないのであれば、Hlat はただの定数となり、以下の

ように

(Hele +He−l) |ψl(r,R)⟩ = El(R) |ψl(r,R)⟩ , (C.2)

と解くことができる。ここで |ψl(r,R)⟩(規格化されているものとする)は電子の固有状態

である。しかし、格子が振動している場合では Hlat を定数として扱うことができない。

そのため、H の固有状態 |Ψ⟩を求めるために

|Ψ(r,R)⟩ =
∑
l

Cl(R) |ψl(r,R)⟩ , (C.3)

のように電子状態の重ね合わせを考える。ここで Cl(R) は重ね合わせの係数であり、R

*1 題目にも載っていて、電子-格子状態を重ね合わせた計算と断熱近似の違いを念のために説明を入れたい
だけである—本題との関係は薄いかもしれないが—。
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に依存する*2。この波動関数はハミルトニアン H の固有状態であり、

H |Ψ(r,R)⟩ = E |Ψ(r,R)⟩ ,　 (C.4)

を満たす。問題は固有値方程式 (C.4)を満たすような関数 Cl(R)をどのように決定する

ために、⟨ψl(r,R)|を作用させ、r について積分する。

　　
∑
m

∫
⟨ψl(r,R)|HCm(R)|ψm(r,R)⟩ dr = ECl(R), (C.5)

H には格子の運動エネルギーが入っているため、係数にも作用する。そのため、左辺の被

積分関数は

⟨ψl|HCm(R)|ψm⟩ = Em(R)Cm(R) ⟨ψl|ψm⟩+ ⟨ψl|HlatCl(R)|ψm(r,R)⟩ (C.6)

第 1項目は積分して δlm となるだけの項である。第 2項目は、

⟨ψl|HlatCl(R)|ψm(r,R)⟩ =
{
⟨ψl|P 2ψm(r,R)⟩+ ⟨ψl|Pψm(r,R)⟩P
+ ⟨ψl|ψm⟩

[
P 2 + Vlat

]}
Cl(R), (C.7)

となる。ここで Vlat は格子間の相互作用である。(C.5)は[
P 2 + Vlat + El(R)− E +

∫
⟨ψl|P 2|ψl⟩+ ⟨ψl|P |ψl⟩Pdr

]
Cl(R)

　　=
∑
m ̸=l

[
⟨ψl|P 2ψm(r,R)⟩+ ⟨ψl|Pψm(r,R)⟩P

]
Cm(R), (C.8)

となる。右辺の非対角項を 0とし、対角成分だけで Cl を求める (ほかの電子状態と影響

し合わない) 近似を断熱近似という。この式で電子の波動関数は R の変化に対して無視

できるくらい緩やかに変化すると考えた近似[
P 2 + Vlat(R) + El(R)− E

]
Cl(R) = 0, (C.9)

が Born-Oppenheimer近似 (以下、BO近似)と言われるものであり、電子状態に依存し

ない格子に関する Schrödinger方程式である。

Res–HF法の場合、重ね合わせている基底は BO近似的な状態であり*3、格子に関する

変分方程式 (δC∗
l → ⟨δϕl|)も (C.9)的な形をしている。しかし、⟨Hlat⟩ , El の値はほかの

電子–格子状態も含んでいることから (C.8)的な非対角項ではないが、ほかの電子–格子状

態の影響を取り込んでいる*4。

*2 格子の位置が変われば、準備した基底の確率振幅も変動するはずである。
*3 実際、対称性の回復を除いた単一状態の最適化は完全に (C.9)での解である。
*4 念のために述べるが、重ね合わされた基底の一つだけで BO近似を満足するとは限らない。
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付録 D

sine-Goldon方程式

二量体化していない格子構造を持つ電子-格子系 (金属状態)の調和振動子に対して、電

子-格子間相互作用を考慮して得られる sine-Goldon方程式

1

c2
∂2q(x, t)

∂t2
− ∂2q(x, t)

∂x2
+m2 sin(q(x, t)) = 0, (D.1)

は、よく知られた非線形方程式の一つ*1である。この方程式を満たす自明な解は q(x, t) =

2nπ, n = 0,±1,±2, · · · ,であるが、非自明な解に興味がある。
この方程式の解を求めるため q(x, t) = f(ξ), ξ = x− vtと置く。

d2f(ξ)

dξ2
= µ2 sin(f(ξ)), (D.2)

ここで µ = m/γ, γ2 = (1− v2/c2)である。この二階微分方程式は

d

dξ

(
df(ξ)

dξ

)2

= −2µ2 d cos(f(ξ))

dξ(
df(ξ)

dξ

)2

= C − 2µ2 cos(f(ξ)) (D.3)

ここで C は定数である。この定数を決定するために ξ → ±∞で f(ξ), df(ξ)/dξ → 0を

課す。その結果、C = 2µ2 を得る。これにより、(
df(ξ)

dξ

)2

= 4µ2 sin2
(
f(ξ)

2

)
,

df(ξ)

dξ
= ±2µ sin

(
f(ξ)

2

)
(D.4)

*1 §1.3.3で導出した 1.22は cosであったが、q → q + π
2
とすればよい。
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この微分方程式は簡単に解くことができ、その結果は

±µξ = 2 log

∣∣∣∣tan(f(ξ)4

)∣∣∣∣+A,

f(ξ) = ±4 arctan
(
e±µ(ξ−ξ0)/2

)
(D.5)

を得る。ここで ξ0 は初期条件によって定まる定数である。この長波長領域の振幅は、

ξ = ξ0 を境界に格子ひずみが生じる。このような境界をソリトン (soliton)、キンク

(Kink) といい、格子の体積変化率 (dq(x, t)/dx) が正電荷の疎密波に関係していること

から、傾きが正であれば +の電荷を持つキンク (K)、負であれば −の電荷を持つ反キン
ク (K̄)である。
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付録 E

非直交な状態の内積

共鳴 HF法では、非直交な基底（今回は、電子-格子状態）を重ね合わせて多体系の波動

関数を求めている。そのため、規格化直交系を基底として用いている CI法と異なり、状

態間の内積が 0になるとは限らない。そこで、ここでは非直交の内積の導出を簡単に説明

する。まず、二つの非直交な N 粒子系 Slater行列式を |u⟩ , |v⟩とし、その状態を与える
M 次ユニタリー行列は

U 　 =


u11 · · · u1N u1N+1 · · · u1M

u21
. . . u2N u2N+1 · · · u2M

...
...

...
...

...
...

uM1 · · · uMN uMN+1 · · · uMM


　 =

(
　　 Uα Uµ

)
, (E.1)

f †[U ] = c†U =
(
f†1 [U ] · · · f†N [U ] · · ·

)
, (E.2)

|u⟩ = f†N [U ] · · · f†1 [U ] |0⟩ (E.3)

ここで c† = (c†1c
†
2 · · · c

†
M )であり、Uα, Uµ は状態 |u⟩の占有軌道 (α)、非占有軌道 (µ)の

N ×M 行列、(M −N)×M 行列である。V も同様である。

f†[U ] = f†[V ]V †U より、ユニタリー行列 V †U(=W )は

　　W =

(
V †
αUα V †

αUµ

V †
µUα V †

µUµ

)
=

(
Wαα Wαµ

Wµα Wµµ

)
, (E.4)
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である。内積 ⟨v|u⟩は

⟨v|u⟩ = ⟨v|
N∏

α=1

[
M∑
i=1

f†i [V ]Wiα

]
|0⟩　

= ⟨v|
N∏

α=1

[
N∑

α′=1

f†i [V ]Wiα

]
|0⟩　

(E.5)

二つ目の等式に関しては、非占有状態を含むものは 0 となるため占有状態に関する係数

(Wααの成分)だけが残る。また、Pauliの排他律から f† で重複する項は 0となるため、

⟨v|u⟩ = ⟨v|
∑
σ

{
Wσ(N)Nf

†
σ(N)[V ] · · ·Wσ(1)1f

†
σ(1)[V ]

}
|0⟩　

(E.6)

を得る。ここで
∑

σ は 1 から N までを並び替えたすべての和を取っている。f† の並び

方を整えることで

⟨v|u⟩ =　　 ⟨v| det(Wαα) |v⟩ = det(Wαα), (E.7)

を得る。HF法での占有状態内でのユニタリー変換はWαµ =Wµα = 0であるため、内積

は位相だけの変換である。
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付録 F

TLMモデル

連続近似

光学的な性質を求めるためにH. Takayama , Y. R. Lin-Liu & K. Maki(1979)が Fermi

面近傍の電子の性質を考察するために SSHモデルの連続近似から導出したモデルを TLM

モデルという*1 [9]。このモデルはソリトン格子が現れる Half-filling近傍で用いられる。

まず始めに TLMモデルの導出を行う。一次元 SSHモデルは

H = −
∑
n,σ

(t− µXn)(c
†
n+1,σcn,σ + c†n,σcn+1,σ) +

1

2M

∑
n

p2n +
K

2

∑
n

X2
n, (F.1)

ここで Xn = (qn+1 − qn), qn = (−1)n∆(na)であり、Half-filling近傍の非常に長い一次

元鎖上の Fermi波数近傍 (kFa ≈ π/2)の電子状態を考える。

電子の消滅演算子を平面波の重ね合わせで表わすと

cn,σ =
1√
N

∑
k

cσ(k)e
ikna (F.2)

=
1√
N

∑
δk=k−kF

cσ(k)e
i(kF+δk)na +

1√
N

∑
δk=k+kF

cσ(k)e
i(δk−kF )na (F.3)

= inuσ(na) + (−i)nvσ(na) (F.4)

ここで aは格子定数である。これを用いて、(F.1)の tに関する項は、

−t
∑
n

c†n+1,σcn,σ + (h.c.) =
∑

δk=k−kF

ℏvF (k − kF )c
†
σ(k)cσ(k)

−
∑

δk=k+kF

ℏvF (k + kF )c
†
σ(k)cσ(k) (F.5)

*1 この連続近似は、希薄なドープやそんなに大きくない電子の励起だけに扱える



62 付録 F TLMモデル

ここでエネルギーは Fermi面近傍での近似 ε(k) = (k ∓ kF )∂ε(±kF )/∂ε(k)を用いてい
る。また、∂ε(kF )/∂k = ℏ2k/m∗ = ℏvF であり、m∗ は有効質量である。

関数 uσ(na)をもちいて

∂uσ(na)

∂(na)
=

1√
N

∑
δk=k−kF

i(k + kF )cσ(k)e
i(k+kF )na (F.6)

∑
n

u†σ(na)
∂uσ(na)

∂(na)
→
∫
u†σ(x)

d

dx
uσ(x)dx

=
∑

δk=k−kF

i(k + kF )c
†
σ(k)cσ(k) (F.7)

連続近似 (a → 0) であるため、cn,σ の交換関係は Kronecker のデルタ記号が δn,m =

aδ(na−ma)と置き換えられるため、uσ(na)/
√
a = uσ(x)と置き換えられる。v(na)も

同様に与えられる。これにより、

−t
∑
n

c†n,σcn+1,σ + (c.c.) =
ℏvF
i

∫
u†σ(x)

d

dx
uσ(x)− v†σ(x)

d

dx
vσ(x)dx, (F.8)

つぎに、電子ー格子間相互作用の項は、格子間距離の変化量をXn = (−1)n+1(∆(na+

a) + ∆(na)) = 2(−1)n+1∆(na)と近似し、∑
n,σ

Xn

{
(−i)n+1u†σ(na+ a) + in+1v†σ(na+ a)

}
{inuσ(na) + (−i)nvσ(na)}+ (c.c.)

= 2i
∑
n,σ

∆(na){u†σ(na)vσ(na) − v†σ(na)uσ(na)}+ (c.c.)

= 4i
∑
n,σ

∆(na){u†σ(na)vσ(na) − v†σ(na)uσ(na)}, (F.9)

ここで eiaδk ≈ 1を用いた。いまは、Half-Filling近傍の非常に長い一次元鎖を考えてる

ことから、ソリトン以外の箇所ではほぼ一様な振幅 ∆(na)であると考えられる。そのた

め、nに関する和では 2kF 差のある uと v の積のみを考える。その結果、連続近似は∑
n

Xnc
†
n+1,σcn.σ + (c.c.) = 4i

∫
∆(x)

{
u†σ(x)vσ(x)− v†σ(x)uσ(x)

}
dx, (F.10)

となる。ここで vσ(x) → −ivσ(x)と置くと、以上の計算結果から∑
n,σ

(−t+ µXn)
{
c†n+1,σcn,σ + (c.c.)

}
=
∑
σ

∫
Ψ†

σ(x)

[
−iℏvFσz

d

dx
+ 4µ∆(x)σx

]
Ψσ(x)dx

Ψ†
σ(x) =

(
u†σ(x) v†σ(x)

)
, (F.11)

cn,σ = uσ(na)e
ikFna − ivσ(na)e

−ikFna, (F.12)
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を得る。ここで σi は Pauli行列である。この結果に調和振動子のハミルトニアン

Hl =

∫
ρ

2
∆̇(x, t)2 +

K

2a
{2∆(x, t)}2dx (F.13)

を加える。

HTLM =
∑
σ

∫
Ψ†

σ(x)

[
−iℏvFσz

d

dx
+ 4µ∆(x)σx

]
Ψσ(x)dx

+

∫
ρ

2
∆̇(x, t)2 +

Mω(kF )
2

2a
∆(x, t)2dx (F.14)

離散的な調和振動子の分散関係から振動数 ω(kF )
2 = 4K/M = 4v2/a2 が得られ、断熱的

に格子構造を扱う場合は、第二項目の運動エネルギーは無視される。4µ∆(x) → ∆(x)の

置き換えにより、

HTLM =
∑
σ

∫
Ψ†

σ(x)

[
−iℏvFσz

d

dx
+∆(x)σx

]
Ψσ(x)dx+

Mω(kF )
2

2a(4µ)2

∫
∆(x, t)2dx

=
∑
σ

∫
Ψ†

σ(x)

[
−iℏvFσz

d

dx
+∆(x)σx

]
Ψσ(x)dx+

ω(kF )
2

2g2

∫
∆(x, t)2dx,

(F.15)

を得る。このエネルギー値が極小となるには変分 δ{H −
∑

σ εσ(Ψσ,Ψσ)} = 0を満たさ

なくてはならない。得られる変分方程式は

−iℏvF
d

dx
uσ(x) + ∆(x)vσ(x) = εσuσ(x), (F.16)

iℏvF
d

dx
vσ(x) + ∆(x)uσ(x) = εσvσ(x), (F.17)

の電子に関する方程式と

∆(x) =
g2

ω(kF )2

∑
σ

u†σ(x)vσ(x) + (c.c.), (F.18)

の格子の振動成分に関する方程式が得られる。とくに電子に関する変分方程式は

Bogoliubov-de Gennes 方程式という。完全に二量体化した格子の場合、∆(x) =

∆ = constであるから、BdG方程式は{
−ℏvF

d

dx
− εσ

}{
−ℏvF

d

dx
− εσ

}
uσ(x) = ∆2uσ(x), (F.19)

より、εσ = ±
√
(ε(k)− εF )2 +∆2 を得る。ここで波数は Fermi 波数近傍であるため、

(ℏvF δk)2 = (ε(k) − εF )
2 を用いた。この結果は SSH モデルの Fermi 面近傍のエネル

ギー準位と同様の結果であり、Fermi面上にギャップ 2∆が開くことがわかる。
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F.1 ソリトン S, S̄ の電荷

完全に二量体化した格子構造では、一様な振動成分 ∆ の構造を持つ。しかし、長

波長領域でのキンク解同様に励起した状態を考えることができる。そこで振動成分が

∆(x < x0) > 0 → ∆(x > x0) < 0となるような格子構造を考える。これは、結合交代の

仕方が“長短長短”と“短長短長”が連結したような構造をもっているを意味する。この

ような系は境界付近がエネルギー的に高いため、励起した状態である。sine-Goldon方程

式 (長波長領域)での解の形状から、短波長も似たような状態を持つと考えられる。その

ため、∆(x, t)は

∆(x, t) = ∆ tanh

(
x− x0
ξ

)
(F.20)

として考える。ここで ∆, ξ > 0 のパラメータであり、x = x0 にソリトンが存在する。

x → ±∞では u, v は平面波解であるが、ソリトン近傍での電荷量を調べるためにエネル

ギー期待値 (F.15)と Schrödinger方程式より、Hermite演算子

Γ̂(∂t, ∂x, x, t) = iℏ
∂

∂t
+ iℏvFσz

∂

∂x
−∆(x, t)σx, (F.21)

を用いて、電荷量を調べる。

荷電共役

電荷量を調べるために、次のような関係を満たす量を考える。

Γ̂∗ = −ϵC−1Γ̂C, (F.22)

ここで ∗ は複素共役を表しており、ϵ = ± の符号、C は対称性とユニタリー性を持っ
た行列である。(F.21) に対して、ϵ = +, C = σz が満たす。この結果より、Γ̂ に対して

Ψσ, σzΨσ の線型独立な解が存在する。この二つの解は互いに異符号の電荷量を持つ電子

の波動関数である。また、

Γ̂(∂t, ∂x,∆)Ψ(x, t) = 0, (F.23)

より、左から −σz を掛けて

σzΓ̂(∂t, ∂x,∆)Ψ(x, t) = −Γ̂(∂t, ∂x,∆)∗σzΨ(x, t)

= Γ̂(∂t, ∂x,−∆) {σzΨ(x, t)} , (F.24)

このことから格子の振動成分 ∆の符号が変わった場合は、異符号の電荷量を持つことが

わかる。これは、結合交代の長短の入れ代わりと BOWで表されるような格子点間の電荷
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量の濃淡が対応していることを意味する。この結果から、総電荷量 Qは

−Q
e

=

∫
Ψ∗(x, t)Ψ(x, t) dx

=

∫ −Λ

−∞
Ψ∗(x, t)Ψ(x, t) dx+

∫ ∞

Λ

Ψ∗(x, t)Ψ(x, t) dx

+

∫ Λ

−Λ

Ψ∗(x, t)Ψ(x, t) dx, (F.25)

で与えられる。簡単のため x0 = 0 とした。第三項目がソリトン近傍での電子数であり、

電荷量は一様に分布した電子の波動関数 Ψ0 を用いて

δQ = −2e

∫ Λ

−Λ

Ψ∗(x, t)Ψ(x, t)−Ψ0∗(x, t)Ψ0(x, t) dx, (F.26)

係数の 2はスピンに由来する。
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